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APRESENTACAO

Desde da sua primeira edicdo em 2005, a OBMEP oferece a todas as escolas publicas do
pais um Banco de Questdes com problemas e desafios de Matemadtica para alunos e profes-
sores. O Banco pretende despertar o prazer pela Matematica, estimular o aluno interessado
com perguntas instigantes e proporcionar um treinamento para as provas da OBMEP.

Os problemas apresentados, este ano, foram concebidos pelos professores Cleber Assis,
Régis Barbosa, Samuel Feitosa e Tiago Miranda. A eles o nosso agradecimento.

Foram escolhidos problemas que requerem, mais do que qualquer conhecimento prévio
em Matemadtica, imaginacao e raciocinio. Tentou-se ao méaximo apresenta-los em uma or-
dem crescente de dificuldade.

A edicdo deste ano do Banco de Questdes e todas as edi¢Oes anteriores estdao disponiveis
napégina www . obmep . org.br, assim como as apostilas e o material didatico utilizado no
Programa de Iniciacdo Cientifica Junior.

Se vocé, leitor, encontrar uma solucdo para algum problema diferente da solugdo apre-
sentada ao final do Banco de Questdes, ndo deixe de mandé-la para

bancodequestoeslobmep.org.br,

pois ela poderd ser publicada na pagina da OBMEP.

Boa diversao!
Claudio Landim
Coordenador Geral da OBMEP
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PREFACIO

Querido leitor/leitora,

O Banco de Questoes deste ano da OBMEP - Olimpiada Brasileira de Matemaética das
Escolas Publicas —, segue o mesmo padrdo do banco do ano passado. Para facilitar a busca
de questdoes em meio ao livro, hd um sumadrio no inicio e um indice remissivo no final com
os nomes dos problemas e respectivas paginas onde aparecem seus enunciados e solugdes.

Além disso, as questdes do Nivel 1 sdo numeradas como , , , etc. As questdes do
Nivel 2 sdo numeradas como| 1|,/ 2],| 3|, etc. E as questoes do Nivel 3 sdo numeradas como

,,,etc.

Muitos dos problemas podem resistir as primeiras investidas do leitor e isso nao deve ser
motivo de desanimo. Um bom conselho € discuti-los com outras pessoas. Isso certamente
tornaré a experiéncia de resolvé-los ainda mais prazerosa. Além disso, durante a leitura das
solucoes, o uso do papel e da caneta podem ser bons instrumentos para a compreensao de
todos os detalhes envolvidos.

Ndo podemos deixar de manifestar um enorme agradecimento a todos os professores
que ja estiveram ou que ainda estdo envolvidos neste projeto.

Bom proveito!

Cleber Assis, Régis Barbosa, Samuel Feitosa e Tiago Miranda






“Sempre faco o que ndo consigo fazer para aprender
0 que nao sei.”

Pablo Picasso






NIVEL 1

Escrevendo niimeros em circulos

Na figura abaixo, temos uma circunferéncia cortada por 4 segmentos. Escreva os nimeros
de 1 até 9 nos circulos de modo que a soma dos niimeros escritos em cada segmento seja
sempre a mesma.
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Contando triangulos

Quantos triangulos existem na figura abaixo?

Dividindo chocolates

Maria acaba de ganhar uma barra enorme de chocolate como presente de Pdscoa. Ela decide
dividi-la em pedacos para comé-la aos poucos. No primeiro dia, ela a divide em 10 pedacos
e come apenas um deles. No segundo dia, ela divide um dos pedacos que sobraram do dia
anterior em mais 10 pedacos e come apenas um deles. No terceiro dia, ela faz o mesmo, ou
seja, divide um dos pedacos que sobraram do dia anterior em 10 outros e come apenas um
deles. Ela continua repetindo esse procedimento até a Padscoa do ano seguinte.

a) Quantos pedacos ela terd no final do terceiro dia?

b) E possivel que ela obtenha exatamente 2014 pedacos em algum dia?

|4| Niimeros bacanas

Um numero natural é bacana quando cada um de seus algarismos é maior que qualquer um
dos outros algarismos que estdao a sua esquerda. Por exemplo, 3479 é bacana, enquanto que
2231 nao é. Quantos nimeros bacanas existem entre 3000 e 8000?
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[5] Calculando dreas

O retangulo ABCD esta dividido em cinco retangulos iguais. Se o perimetro de ABCD é
20cm, determine a sua drea.

|6]| Pintando cubinhos

a) Na figura abaixo, Jodo pintou algumas faces de cubinhos de um cubo 3 x 3 x 3 de cinza.
Ao desmontar o cubo em cubos menores de tamanho 1 x 1 x 1, ele percebeu que um de-
les possuia trés, outro possuia duas e o terceiro possuia apenas uma face cinza. Se ele
tivesse pintado todas as faces do cubo maior de cinza, quantos cubinhos 1 x 1 x 1 teriam
exatamente uma face cinza? Quantos cubinhos teriam exatamente duas faces cinzas?

b) Se ele tivesse pintado todas as faces de um cubo 5 x 5 x 5 de cinza, ap6s dividi-lo em
cubinhos 1 x 1 x 1, quantos deles teriam exatamente uma face pintada de cinza?

¢) Ainda considerando o cubo 5 x5 x5, quantos cubinhos 1 x 1 x1 nao teriam faces pintadas?

S L2

ANANEN
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Prolongando segmentos

Na figura abaixo, os lados do retangulo ABCD foram prolongados de modo que EB = 2AB,
AH =3AD, DG=2DC e FC = 3BC. Encontre a razao entre as areas do quadrilatero EHGF
e do retangulo ABCD.

Numero de segmentos

a) Dados quatro pontos distintos A, B, C e D, todos sobre uma mesma reta, como indica a
figura abaixo, determine o nimero de segmentos distintos que podem ser formados com
vértices em tais pontos.

b) Com 10 pontos distintos em um segmento, qual seria a nova resposta?

19| Palitos formando quadrados

Na figura abaixo, Maria arrumou 24 palitos e formou um quadrado 3 x 3.

a) Quantos palitos ela precisaria usar para formar um quadrado 4 x 4?

b) Qual o lado do maior quadrado que ela conseguiria formar com 100 palitos? Se sobrarem
palitos, determine quantos.
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Formando niimeros usando digitos

Sao dados 5 digitos distintos de 1 a 9. Arnaldo forma o maior nimero possivel usando trés
desses 5 digitos. Em seguida, Bernaldo escreve o menor nimero possivel usando trés desses
5 digitos. Qual o digito da unidade da diferenca entre o ntimero de Arnaldo e o ntimero de
Bernaldo?

Quantas semirretas?

Abaixo estdo representados cinco pontos distintos sobre uma mesma reta. Quantas semir-
retas possuem origem em algum desses cinco pontos e ndo contém o ponto B?

A pintura de Paladino

Paladino deve pintar de preto algumas casas de um tabuleiro 4 x 4 de modo que quais-
quer trés quadradinhos que formem uma figura congruente ao desenho abaixo tenham pelo
menos um de seus quadradinhos pintados. Qual o menor nimero de quadradinhos que
devem ser pintados por Paladino?

Trilhos do trem

Jodo deseja construir um circuito para o seu trem de brinquedo usando trilhos no formato
de segmentos de reta de comprimento fixo. Na intersecao de dois trilhos, ele precisa colocar
uma estacdo de trem. E possivel Jodo construir um circuito fechado com exatamente 10
estacoes, de forma que cada trilho possua exatamente 4 delas?

Um jogo aritmético

Jodo estd brincando com um jogo em que a Gnica operacao permitida € substituir o natural n
pelo natural a-b se a+ b = n, com a e b nimeros naturais. Por exemplo, se o ultimo ntimero
obtido foi 15, ele pode troca-lo por 56 = 7 -8, pois 7 + 8 = 15 e ambos sdo niimeros naturais.
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a) Comecando com o numero 7, mostre uma sequéncia de operacoes que produza o nimero
48.

b) Comecando com o ntimero 7, mostre uma sequéncia de operagdes que produza o nimero
2014.

Soma constante

a) Jodo preencheu os quadrados da figura abaixo com niimeros naturais, de modo que a
soma de quaisquer trés nimeros de quadrados vizinhos fosse sempre 30. Determine o
valor de x.

b) Um trimin6 é uma peca formada por trés quadradinhos em linha, como indicado nas
figuras abaixo.

No tabuleiro abaixo, a soma de quaisquer trés nimeros formando um triminé é sempre
igual a 30. Determine o valor de x.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015
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Jogando com as barras de chocolate

Joao e Maria ganharam 3 barras de chocolate de 5 x 3 divididas em quadradinhos 1 x 1. Entao
eles decidem disputar um jogo. Jodo pega uma das barras e a divide em duas barras retangu-
lares menores cortando-a através de uma das linhas divis6rias marcadas entre os quadradi-
nhos da barra. Em seguida, Maria pega qualquer uma das barras e a divide também usando
uma das linhas divisérias jad marcadas nela. Eles seguem dividindo as barras alternadamente
e o vencedor é aquele que, apds sua jogada, deixar apenas quadradinhos 1 x 1 como pedacos.
Quem vence 0 jogo?

I
I
I
I I
I I
I I
I

I
I

Empurrando bloquinhos

Um jogo de computador consiste de uma tela em forma de tabuleiro 3 x 7 no qual hé trés blo-
quinhos deslizantes 1, 2 e 3, ocupando quadradinhos 1 x 1. O jogo comeca conforme a figura
abaixo e cada jogada consiste em escolher um bloquinho e “empurra-lo” nalinha ou coluna.
Ap6s ser empurrado, um bloquinho ird parar apenas quando encontrar a borda do tabu-
leiro ou outro bloquinho. Por exemplo, se escolhermos o bloquinho 3, poderemos manda-lo
para o canto inferior direito ou para cima encontrando o bloquinho 2. Dois bloquinhos nao
podem ocupar o mesmo quadradinho e quando dois bloquinhos se chocam eles ndao con-
tinuam a se mover. O objetivo é fazer com que algum dos bloquinhos fique parado sobre a
casinha marcada no centro do tabuleiro. Mostre como isso pode ser feito.

Pontos na copa do mundo

Durante a Copa do Mundo de Futebol, varios matematicos foram acionados para falar sobre
as chances de classificacdo das equipes. Na primeira fase, cada grupo é formado por quatro
equipes e cada equipe enfrenta cada uma das outras equipes exatamente uma vez. Em caso
de vitoria a equipe ganha 3 pontos, em caso de empate 1 ponto e, finalmente, em caso de
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derrota 0 ponto. Sabe-se que os dois primeiros classificam-se para a fase seguinte. Se dois
times empatam com a mesma quantidade de pontos, o desempate € feito através do saldo de
gols. Qual o nimero minimo de pontos para que uma equipe se classsifique sem depender
dos resultados das outras equipes?

Observacao: Lembre-se que para mostrar que o nimero k encontrado é realmente o mi-
nimo, além de mostrar que tal quantidade é suficiente para garantir a vitéria, vocé deve

garantir também que existam exemplos de pontuacdes onde times podem totalizar ndo mais
que k — 1 pontos e ndo passarem para a proxima fase.

Cobrindo tabuleiros

Considere a figura abaixo.

1x4 2x2

a) E possivel cobrir totalmente um tabuleiro 6 x 6 sem sobreposicdo e sem que pedagos de
pecas fiquem “fora” usando apenas pecas 1 x 4?2

b) E possivel cobrir totalmente um tabuleiro 12 x 9 sem sobreposicdo e sem que pedacos de
pecas fiquem “fora” usando apenas pecas 2 x 2?

Contando Chocolates

Joao possui mais que 30 e menos que 100 chocolates. Se ele organizar os chocolates em li-
nhas de 7, sobrard um. Caso ele os organize em linhas de 10, sobrarao 2. Quantos chocolates
ele possui?

Niimeros no circulo com digitos em comum

Ao redor de um circulo sdo escritos os numeros naturais de 1 a N com N > 2, uma Gnica
vez cada, de tal forma que dois vizinhos possuem pelo menos um digito em comum. Ache o
menor N > 2 para qual isso é possivel.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



OBMEP - Banco de Questoes 2015 21

Formando figuras com triangulos

Pedrinho esta brincando com trés pecas triangulares de lados (5,8,10), (5,10,12) e (5,8,12)
como mostra o desenho abaixo. Ele pode juntar duas pecas se colar exatamente os lados de
mesmo tamanho delas. Por exemplo, ele pode juntar o lado 10 da primeira peca com o lado
10 da segunda, mas ndo pode juntar o lado 10 da primeira pe¢a com o lado 8 da terceira, pois
nao possuem mesmo tamanho. Qual é o maior perimetro que Pedrinho pode obter juntando
as trés pecas?

10 12 12

Cozinhando arroz instantdneo no tempo certo

Para fazer macarrao instantaneo é necessario colocar o macarrdo para cozinhar exatamente
por 3 minutos. Marcar exatamente 3 minutos é muito complicado sem um rel6gio, mas é
possivel se voceé tiver certas ampulhetas de areia que marcam tempos exatos em minutos.
Por exemplo, suponha que vocé tem duas ampulhetas, uma que marca exatamente 7 minu-
tos e outra que marca exatamente 4 minutos. Basta vird-las ao mesmo tempo e, quando a de
4 acabar, colocar o macarrao. Vocé deve retird-lo da panela quando a de 7 minutos terminar.
Assim, 0 macarrao tera cozinhado exatamente por 7 —4 = 3 minutos.

a) Certo tipo de arroz instantaneo precisa cozinhar por exatamente 4 minutos. Mostre que
é possivel marcar o tempo para esse arroz cozinhar usando apenas ampulhetas de 9 mi-
nutos e de 7 minutos. Qual o menor tempo total necessario para realizar essa tarefa?

b) Seria possivel marcarmos 9 minutos se tivéssemos apenas ampulhetas de 6 e de 10 mi-
nutos?

Pulos do grilo sem cair do penhasco

Um grilo pode dar pulos de duas distancias: 9 e 8 metros. Ele disputa uma corrida de 100
metros que vai até a beira de um penhasco. Quantos pulos o grilo deve dar para chegar ao
fim da corrida, mas sem passar do ponto final e cair do penhasco?

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015
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Perimetros de prédios

No desenho abaixo, trés prédios foram construidos em um terreno dividido em lotes retan-
gulares. Os perimetros dos prédios A e B valem 400m e 240m, respectivamente. Quanto
mede o perimetro do prédio C?

Reis dominando o tabuleiro 6 por 6

O rei é uma peca do xadrez que pode se mover apenas uma casa na vertical, uma na hori-
zontal ou uma na diagonal. Dizemos que um rei afaca uma casa se ele pode ocupd-la com
um unico movimento. Por exemplo, um rei situado nas casas centrais de um tabuleiro 6 x 6
ataca 8 casas, um rei situado nas casas laterais ataca 5 casas e um rei posicionado em um dos
quatro cantos do tabuleiro ataca apenas 3 casas.

a) Considere um tabuleiro 6 x 6, qual o menor nimero de reis que podem ser colocados
no tabuleiro de modo que todas as casas do tabuleiro estejam ocupadas ou sejam casas
atacadas por algum dos reis?

b) Ainda considerando o tabuleiro 6 x 6, qual o maior nimero de reis que podemos colocar
no tabuleiro de modo que eles nao se ataquem?

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015
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Quadrados magicos

a) Jodo descobriu uma maneira de arrranjar os numeros {1,2,3,...,16} em um tabuleiro 4 x 4
de modo que a soma dos nimeros em cada linha, em cada coluna e em cada diagonal
sdo sempre as mesmas. Uma das possibilidades estda no exemplo abaixo.

4 161|915
13 11| 8 | 2
16 | 10| 5 | 3
1|7 (12114

Encontre outro exemplo de distribuicao desses 16 nimeros satisfazendo as mesmas con-
dicoes.

b) Verifique que em qualquer distribui¢cdo possivel, sempre a soma dos nameros de cada
linha e coluna é 34.

¢) Jodo fez agora um novo tipo de tabuleiro com outros niimeros positivos. O produto dos
nameros em cada linha, em cada coluna e em cada diagonal sdo sempre os mesmos.
Quanto vale o nlimero 4 H?

1/2 32| A| B
c |2 |8]|2
4 1 | D|E
F | G| H|16

Botoes no tabuleiro 6 por 6

Em um tabuleiro de brinquedo 6 x 6, cada casa representa um botdao luminoso. Quando
alguém aperta um botao, ele acende se estiver apagado e apaga se estiver aceso. Além disso,
todos os botdes que compartilham um lado com um botao apertado também mudam de
estado: de aceso para apagado ou de apagado para aceso. Comec¢ando com todos os botoes
apagados e apertando uma tnica vez todos os botdes do tabuleiro, um de cada vez e em
qualquer ordem, quantos botdes estardo acesos no final?

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015
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Cortando bandeirinhas de Séo Jodo

Certa festa possui bandeirinhas de Sao Jodo nos formatos A e B. Elas podem ser formadas
dobrando-se uma folha 30cm x 20cm ao meio e cortando-se ao longo de um segmento que
une dois pontos em lados opostos, um deles distando 10cm do lado superior e o outro dis-
tando 10cm do lado inferior, conforme a figura abaixo.

10cm

30cm N

10cm

20cm 10cm 10cm

a) Qual o nimero maximo de bandeirinhas que podemos cortar de uma folha 30cm x 60cm?
Em seguida, mostre como obter tal niimero.

b) Qual o nimero maximo de bandeirinhas do tipo B que podemos cortar de uma folha
30cm x 60cm? Em seguida, mostre como obter tal namero.

Pesando moedas

I —

a) Jodo possui trés moedas e uma balanca de dois pratos. Ele sabe que exatamente uma das
moedas é mais leve que as demais, sendo que as outras duas possuem o0 mesmo peso.
Como ele pode descobrir qual é a moeda mais leve com uma tnica pesagem?
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b) Jodo agora possui nove moedas e ele sabe novamente que exatamente uma delas é mais
leve que as demais. Como ele pode descobrir a moeda mais leve com exatamente duas
pesagens, se as demais possuem o mesmo peso?

¢) Jodo juntou mais duas moedas normais a sua colecdo e passou a ter 11 moedas. Depois
de junta-las, ele ndo conseguiu lembrar quais eram as moedas novas. Como ele podera
agora descobrir a mais leve com trés pesagens?

Fracaes irredutiveis

Uma fracdo irredutivel é uma fragdo onde o numerador e o denominador nao possuem fa-

tores primos em comum. Por exemplo, - é irredutivel enquanto que I ndo é, pois ainda
podemos reduzi-la efetuando o cancelamento do nimero 2:
12 2.6 6
4 27 7
.12 X ~ . .6
Assim, I é igual a fracdo irredutivel =

111111

a) Determine uma fragdo irredutivel igual a

111111111

b) Determine uma fracdo irredutivel igual a T

, . o 111...111 N
c) Determine uma fracdo irredutivel igual a — 1 onde o digito 1 se repete 2013 vezes

no numerador.

d) Determine a soma do numerador e do denominador da fracao irredutivel que € igual a:
111...111
2020...0202°

na fracdo anterior o numerador representa um nimero com 2014 algarismos iguaisa 1l e
no denominador existem 1007 algarismos 2 alternados por algarismos 0.

Grupos de quatro niimeros com mesma soma

a) Mostre uma maneira de separar todos os nimeros de 1 a 16 em quatro conjuntos com
quatro numeros cada, de modo que cada conjunto tenha a mesma soma.

b) Mostre que existem pelo menos 1024 maneiras de escrever os niumeros de 1 até 16 em
cada uma das casinhas de um tabuleiro 4 x 4 de modo que a soma dos niimeros de cada
linha seja igual.
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NIVEL 2

Conjunto de pesos suspensos

A figura representa um conjunto de pesos suspensos em equilibrio. Se o circulo pesa 40g,
quanto pesa o retangulo?

Observacao: Vocé deve desconsiderar o peso das barras horizontais e dos fios.

LSS
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Espaco iitil do quarto

Pedro acabou de se mudar para sua nova casa e ganhou um novo quarto. A figura a seguir
mostra uma vista superior simplificada de seu novo quarto que possui 2m de largura por
2,5m de comprimento.

2,5 m

2m ~=H janela

porta

A porta indicada na figura tem 50cm de comprimento e pode ser aberta até encontrar a
parede lateral. A janela é dividida em duas portas de mesmo comprimento que quando
abertas encostam nas paredes vizinhas. Os arcos da figura mostram as aberturas da porta e
da janela. A mae de Pedro disse que ele deve colocar seus méveis no quarto de modo que
ndo figuem nos caminhos de abertura da porta nem da janela. Quantos metros quadrados
Pedro tem em seu quarto para colocar os seus moveis?

Formando fragoes com dominds

Um jogo comum de dominé é composto por 28 pecas. Cada peca é formada por dois ntime-
ros inteiros que variam de 0 a 6, inclusive. Todas as possibilidades de combinac¢des possiveis
(a,b), com a < b, sdo listadas exatamente uma vez. Note que a peca (4,2) é listada como a
peca (2,4), pois 2 < 4. Excluindo a peca (0,0), para cada uma das outras 27 pecas (a, b), com
a < b, escrevemos num quadro a fracéo 7.

a) Quantos valores distintos estdo escritos nas formas de fracoes no quadro? (Veja que as

fracoes % e % tém o mesmo valor e devem ser contadas apenas uma vez.)

b) Qual a soma dos valores distintos encontrados no item anterior?
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Bissetrizes

A bissetriz de um angulo é uma semirreta com origem no vértice de um angulo que o divide
em dois outros angulos congruentes. Por exemplo, no desenho abaixo, a semirreta OC é
bissetriz do angulo ZAOB.

a) A diferenca entre dois angulos consecutivos mas ndo adjacentes é 100°. Determine o
angulo formado por suas bissetrizes.

Observacao: Lembre-se que dois angulos sao consecutivos se possuirem o mesmo vértice
e pelo menos um lado em comum e que dois angulos sdo adjacentes se ndo possuirem
pontos interiores em comum.

b) No desenho abaixo, D A é bissetriz do angulo ZCAB. Determine o valor do angulo ZDAE
sabendo que /ZCAB+ /EAB=120°e ZCAB—-/ZEAB =80°.

C D

[5] Abandono do grupo

Em um grupo de 200 pessoas, apenas 1% é mulher. Determine o nimero de homens que
devem abandonar o grupo para que 98% das pessoas restantes sejam do sexo masculino.
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[6] Angulos no tridangulo

No desenho abaixo, os pontos E e F pertencem aos lados AB e BD do triangulo AABD de
modo que AE = ACe CD =FD. Se ZABD =60°, determine a medida do angulo ZECF.

Solucaes do sistema

Encontre todas as solucoes, no conjunto dos niimeros reais positivos, do sistema de equacoes:

x(x+y+z) = 26
yx+y+z) = 27
zZ(x+y+z) = 28.

Areas entre circulos

a) No desenho abaixo, ABCD é um quadrado de lado 4cm e as regidoes hachuradas foram
delimitadas por dois semicirculos de diametros AB e BC. Calcule a drea da regido hachu-
rada.

7
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b) Dado o quadrado ABCD de lado 2. Sejam O o centro do quadrado e E e F os pontos
médios dos lados CD e AB. Se os segmentos FH e GE tém mesma medida e os arcos
FE,EH, HO, OG, FG sao semicircunferéncias, encontre a &rea sombreada.

A D

[9] Distribuindo os pontos entre os itens

O professor Carlao decidiu fazer uma questdao de matemaética que vale no total 10 pontos e
possui trés itens: a, b e c. Apos elaborar os itens, ele ficou na davida sobre qual a melhor
maneira de distribuir os 10 pontos entre os itens de modo que cada um valha um ntimero
inteiro positivo de pontos.

a) Joana, uma professora amiga de Carlao, sugeriu que o item ¢ deveria valer o mesmo tanto
de pontos que a soma dos itens a e b pois, segundo ela, o item ¢ é mais dificil. Se Carlao
seguir a sugestdo de Joana, de quantos modos diferentes ele pode distribuir os pontos?

b) Desconsiderando a sugestao de Joana, ou seja, considerando que Carlao vai distribuir os

pontos de uma maneira qualquer, de quantos modos diferentes ele pode distribuir os 10
pontos da questao entre os trés itens?

Eliminando radicais

Encontre dois inteiros positivos x e y tais que:

1-V2+V3 _ Vx+7
1+v2-v3 2
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Desigualdade triangular

Jodo acaba de aprender a desigualdade triangular que diz que, em qualquer triangulo, um
lado é sempre menor que a soma dos outros dois e também é maior que a diferenga entre
eles.

a) O lado AC do triangulo ABC tem comprimento 3,8cm e o lado AB tem comprimento
0,6cm. Se o comprimento do lado BC é um inteiro, qual é o seu valor?

b) Determine os valores de x e y na figura abaixo, sabendo que eles sdao nimeros inteiros.

A

Area do retdangulo

No desenho abaixo, ABCD € um retangulo e os pontos P e Q pertencem a diagonal AC de
modo que AQ=PQ=PC=1e LAQD = ZBPC =90°. Encontre a drea do retangulo ABCD.

D C
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Angulos em bicos

a) No desenho abaixo, onde AB é paralelo a CD, mostre que a soma dos angulos brancos
é igual a soma das medidas dos angulos cinzas. Tal resultado vale para qualquer quanti-
dade de “bicos” no desenho e o chamamos popularmente como Teorema dos Bicos.

Transportando liquidos em tambores

Considere dois tambores de capacidade suficientemente grande, um deles vazio e o outro
cheio de liquido.

a) Determine se é possivel colocar exatamente um litro do liquido do tambor cheio, no
vazio, usando dois baldes, um com capacidade de 5 litros e o outro com capacidade de 7
litros.
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b) Determine se € possivel colocar exatamente um litro do liquido de um dos tambores no
outro usando dois baldes, um com capacidade de 2 — /2 litros e o outro com capacidade
de /2 litros.

As diagonais de Carlitos

Carlitos desenhou em uma folha de papel um poligono convexo de n lados, conforme a
figura abaixo, e tracou algumas de suas diagonais (que nao se cortavam), dividindo a regidao
interior do poligono em tridngulos. Esse tipo de divisdo é conhecido como triangulacdo. Em
cada vértice ele escreveu o numero de triangulos da triangulacao dos quais ele era membro.

Uma semana depois, Carlitos nao se lembrava quais diagonais tinham sido tracadas e perce-
beu que um dos nimeros estava apagado. Sua professora de matemaética explicou que ainda
assim seria possivel descobrir as diagonais apagadas e Carlitos comecou a buscar infor-
macgoes que pudessem ajuda-lo nessa tarefa.

a) Verifique que o numero de tridngulos em que o poligono foi dividido é sempre o mesmo,
ndo importando como ele tenha escolhido as diagonais.

b) Verifique que sempre um dos vértices terd o niimero 1 escrito.

¢) Usando o item anterior, descubra um método que pode ser usado por Carlitos para de-
senhar as diagonais que foram tracadas.
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Razdo entre segmentos

Na figura abaixo, ABCD é um retangulo e E é o ponto médio de AD. O segmento FG passa
pelo ponto médio M de CE. Determine a razdo entre os comprimentos de GM e MF.

Previsoes astrolégicas

Jodo trabalha vendendo pacotes de previsao astrologica. Para incrementar as vendas de suas
previsoes, ele oferece descontos caso pessoas de um mesmo signo queiram contratar seus
servicos. No Horéscopo Grego, como existem exatamente 12 signos, portanto, em um grupo
de 13 pessoas, sempre duas delas terdao o mesmo signo e poderao se interessar pelo pacote
promocional.

a) Qual o nimero minimo de pessoas que um grupo deve possuir para ele ter certeza de que
existirdo pelo menos 3 pessoas de um mesmo signo do Horéscopo Grego?

b) No Horéscopo Chinés, também existem exatamente 12 signos. Se Jodo quiser ter certeza
de que, em determinado grupo de pessoas existirdo duas possuindo exatamente os mes-
mos signos, tanto no Horéscopo Grego quanto no Horéscopo Chinés, qual o nimero mi-
nimo de pessoas que tal grupo deve ter?
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Quadrado inclinado

Na figura abaixo, ZABF = ZFBC = 45° e ACDE é um quadrado. Se AB = 2/3-BC, determine

~ EF
arazao ——.
FD

Arranjos de flores no quadrado

Um decorador distribuira flores em oito pontos ao redor de um arranjo quadrado de flores,
como indicado na figura abaixo. Ele quer fazer isso de modo tal que, em cadalado do arranjo,
as pessoas vejam sempre a mesma quantidade de flores. No exemplo abaixo, temos o total
de 11 flores e em cada um dos 4 lados do quadrado sao vistas exatamente 4 delas.

a) Qual o nimero maximo de flores que podem ser usadas, considerando que em cada lado
do quadrado devem ser vistas exatamente 9 flores?

b) Qual o nimero minimo de flores que podem ser usadas, considerando que em cada lado
do quadrado devem ser vistas exatamente 12 flores?

&g . s
1 2 3

e 8 4 oﬁ
7 5

c%» =N
5

&
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Somando no tabuleiro de Xadrez

Um tabuleiro de Xadrez tem suas linhas e colunas numeradas conforme a figura a seguir. Em
cada casa é escrito o nimero que é a soma dos numeros da linha e da coluna dessa casa. Por
exemplo, na casa que estd na linha 4 e na coluna 5 € escrito o niumero 4 +5 =9.

1 2 3 4 5 6 7 8

0 N N h A W N =

a) Qual a soma dos ntmeros escritos em todas as casas do tabuleiro?

b) Sejam Sy;erqs @ Soma de todos 0s niimeros escritos nas casas pretas € Sy, ancqs @ SOma de
todos os niimeros escritos em casas brancas. Quanto vale a diferenc¢a Syreras — Sprancas?

¢) Quanto vale Sprerqas?

Inteiros positivos espertinhos

Dizemos que um ntmero inteiro positivo n é espertinho se existirem nliimeros inteiros posi-
tivos a, b, ¢ e d, ndo necessariamente distintos, tais que:

a® - b?
S era
Por exemplo, 12 é espertinho, pois:
1o 162 — 42
42 422

Mostre que todos os nimeros inteiros positivos sao espertinhos.
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Criancas dando voltas no lago

Dez criancgas decidem correr ao redor de um lago circular com 200m de perimetro. No ini-
cio da corrida, as dez criancas estdao paradas ocupando posicoes distintas e cada uma delas

correrd no sentido hordrio ou anti-horério, a depender de sua vontade, com velocidade de

200
Tm/ min, onde k é um inteiro positivo. Mostre que depois de certo tempo, existird um ins-

tante em que todas as criancas estarao exatamente sobre as suas mesmas posi¢oes iniciais.

Somando e multiplicando os niimeros das cinco criancas

Cinco criangas sentam-se ao redor de uma mesa circular. Cada crian¢a escolhe um ntimero
inteiro positivo e o relata para as outras. Em seguida, cada crianca faz a seguinte conta: soma
os numeros das duas criancas a sua esquerda, subtrai a soma dos nimeros das outras duas
criancgas a sua direita e multiplica essa diferenca pelo seu préprio niimero, chegando assim
ao seu resultado final.

Prove que a soma dos resultados finais de todas as criancas € um valor fixo que ndo depende
dos ntimeros que as criancas escolheram inicialmente e, em seguida, determine esse valor.

Descobrindo os niimeros curiosos

Sejam a e b dois digitos diferentes de zero ndo necessariamente diferentes. O nimero de
dois digitos ab é chamado de curioso, se ele for um divisor do numero ba, que é formado
pela troca da ordem dos digitos de ab. Ache todos os nimeros curiosos.

Observacdo: O traco sobre os nimeros serve para distinguir o produto a- b do nimero de
dois digitos ab.
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Mudando de cor com fios mdgicos

Algumas lampadas de Natal sdo arranjadas usando fios mdagicos. Cada lampada pode ser
da cor verde ou amarela. Cada fio estd ligado a duas lampadas e tem uma propriedade mé-
gica: quando alguém toca em um fio unindo duas lampadas, cada uma delas troca de cor
passando de verde para amarela ou de amarela para verde.

a) No arranjo a seguir, cada ponto representa uma lampada e os segmentos representam
os fios magicos. No comeco todas elas sdo amarelas. Qual o menor ntimero de fios que
devemos tocar para que todas as lampadas se tornem verdes? Mostre um exemplo de
como fazer essa mudanca com esse nimero minimo de fios.

b) Considere o arranjo da figura a seguir onde todas as lampadas estdo com a cor amarela.
Mostre que nao é possivel tocar em alguns fios mégicos e mudar a cor de todas as lam-
padas para o verde.

Marcando casinhas do tabuleiro 8 por 8

E dado um tabuleiro 8 x 8.

a) Qual o nimero minimo de casinhas que devemos marcar nesse tabuleiro, de modo que
cada um de seus subtabuleiros 3 x 3 possua pelo menos uma casinha marcada?

b) Qual o nimero minimo de casinhas que devemos marcar nesse tabuleiro, de modo que
cada um de seus subtabuleiros 3 x 3 possua pelo menos trés casinhas marcadas?

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



40 OBMEP - Banco de Questoes 2015

Jogando com dominds

Umberto e Doisberto jogam em um tabuleiro 3 x n colocando dominés sempre cobrindo
duas casas adjacentes (com lado em comum) do tabuleiro. Umberto faz a primeira jogada,
Doisberto faz a segunda e eles seguem jogando alternadamente. Perde o jogador que nao
conseguir jogar. Para cada um dos casos abaixo, diga quais dos jogadores pode bolar uma
estratégia e sempre garantir a vitoria independentemente de como o outro jogue.

a) n=3

b) n=4

Separando em conjuntos de mesmo produto

a) Mostre que ndo é possivel separar os nimeros do conjunto A = {1,2,3,...,10} em dois
conjuntos em que o produto dos nimeros em cada um deles é o mesmo.

b) Qual o menor nimero de elementos que precisamos retirar do conjunto A de modo que
os elementos restantes possam ser divididos em dois conjuntos cujo produto de seus el-
ementos sejam iguais? Mostre que ntimeros devem ser retirados e como separar os dois
conjuntos.

Somando e subtraindo em um quadrado 3 por 3

E dado um quadrado 3 x3 com ntimeros escritos em cada casinha 1x 1. As jogadas permitidas
sdo escolher uma linha, uma coluna ou uma diagonal e somar ou subtrair 1 dos trés nimeros
que estiverem nela. Prove que ndo é possivel comecar com os nimeros na configuracio da
esquerda e chegar aos nimeros na configuracao da direita apés algumas operagoes.

O 1]0 01
1/0]1 0110
0110 1101
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Retangulos encaixados

Na figura abaixo, ABCD e EFGH sao retangulos de lados paralelos. Sabendo que AE = 10,
BF =20e DH =30, determine o comprimento do segmento CG.

Pintando de preto e branco

Jodo conseguiu pintar de preto e branco os quadrados de um tabuleiro 7 x n de modo que
as intersecoes de quaisquer duas linhas e de quaisquer duas colunas ndo eram constituidas
por quadrados com a mesma cor. Qual o valor méximo de n?

Formando figuras com triangulos

Nesse problema, vamos aprender e utilizar o famoso Teorema do Bico, que tem esse nome
porque a figura formada parece realmente a cabeca e o bico de um péssaro.

a) O Teorema do Bico diz que as distancias de um ponto exterior a uma circunferéncia aos
pontos onde suas tangentes tocam a circunferéncia sdo iguais. Na figura a seguir, AP e
AQ sdo tangentes a circunferéncia. Mostre que AP = AQ.
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b) Considere o hexdgono da figura a seguir, no qual todos os lados tangenciam a circunfe-
réncia. Determine o valor do lado desconhecido x.

T

Observacao: Nao confunda com o Teorema dos Bicos do problema 13. Em ambos os casos,
trata-se do nome popular dos resultados mencionados.

Cortando um bolo usando o compasso

Certo matemadtico adora pensar em problemas e cozinhar bolos. Ap6s cozinhar seus bolos,
ele os corta em pedacgos iguais. As trés figuras a seguir mostram bolos circulares de mesmo
raio em que os dois primeiros foram cortados em 3 e 4 pedagos iguais, respectivamente. Ele
deseja cortar o terceiro bolo, mas a tinica marcacao conhecida é o centro do bolo. Mostre que
usando um compasso e uma faca, de tamanhos suficientemente grandes, e os dois primeiros
bolos é possivel cortar o terceiro em 12 pedacos iguais.

Quadrildteros com todos os lados iguais ndao sdo congruentes

Um erro que muitos alunos cometem é pensar que dois quadrildteros sao congruentes se
tiverem os seus respectivos lados iguais. Isso ndo é verdade. Nesse problema, veremos que
quadrildteros podem ter lados correspondentes iguais, mas dreas distintas.
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a) Mostre que a maior drea possivel para um quadrildtero que possui dois lados de compri-
mento 3 e dois de comprimento 4 é 12.

b) Mostre que, nos quadrildteros em que isso acontece, a soma dos angulos opostos é 180°.

Lados desconhecidos do hexdgono equidngulo

Um hexédgono é chamado equidngulo quando possui os seis angulos internos iguais. Con-
sidere o hexdgono equiangulo ABCDEF com lados 3, y, 5, 4, 1 e x, da figura a seguir. Deter-
mine os comprimentos x e y desconhecidos.

Formigas no retdngulo

Trés formigas estdo posicionadas nos vértices de um retangulo. Uma formiga se movimenta
apenas quando as duas outras estdo paradas e sempre em uma direcao paralela a reta de-
terminada pelas outras duas formigas. E possivel que ap6s algumas movimentagdes as trés
formigas fiquem posicionadas em trés dos pontos médios dos lados do retangulo?

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



44 OBMEP - Banco de Questoes 2015

wWww.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2015



NIVEL 3

Poligono no relogio

A partir do meio-dia, Jodo faz, a cada 80 minutos, uma marca na posi¢ao do ponteiro das
horas do seu relégio.

a) Depois de quanto tempo nao serd mais necessario fazer novas marcas no rel6gio?

b) Qual a soma dos angulos internos do poligono formado pelas marcas?

Um didmetro que também é altura

No desenho abaixo, 0 AABC é um triangulo equilatero e CD é tanto uma altura do triangulo
quanto um diametro do circulo. Se AB = 10cm, determine a 4rea sombreada.

C
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Cubo cortado

Francisco acaba de aprender em sua aula de geometria espacial a Relagdo de Euler para
poliedros convexos:
V+F=A+2.

Na equacgdo acima, V, A e F representam o numero de vértices, de arestas e de faces do
poliedro, respectivamente. Podemos verificar que a Relagao de Euler é vdlida no cubo abaixo,
pois existem 6 faces, 12 arestas, 8 vértices e

V+F=8+6=12+2=A+2.

Jodo decidiu verificar a Relacdo de Euler em outro poliedro obtido de um cubo de madeira.
Ele marcou os pontos médios de cada aresta e, em cada face, os uniu formando quadrados,
como mostra a figura abaixo. Em seguida, ele cortou as 8 piramides formadas em torno de
cada vértice, obtendo um novo poliedro. Determine:

a) o novo numero de vértices;
b) o novo ntimero de arestas;

¢) onovo namero de faces.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



OBMEP - Banco de Questoes 2015 47

A Tecia da calculadora

A calculadora cientifica de Jodo possui uma tecla especial que transforma qualquer nimero
1

x escrito na tela e que seja diferente de 1 no nimero

a) O que acontece se 0 nimero 2 estiver escrito na tela e apertarmos a tecla especial trés
vezes?

b) O que acontece se o namero 2 estiver escrito na tela e apertarmos a tecla especial dez
vezes?

c) Finalmente, o que acontece se o niimero 2 estiver escrito na tela e apertarmos a tecla
especial 2015 vezes?

Uma fatoracgao esperta

a) José aprendeu um método para calcular produtos de dois nimeros de uma forma mais
rapida baseado na fatoragao:

(n-k)(n+k) =n*-k
Para calcular 23-17, ele escolhe n = 20, k = 3 e calcula:
2317 =20%-3* =400-9 = 391.
Determine, sem usar a calculadora, o valor de v/1001 - 1003 + 1.
b) Verifique que (n(n+3)+1)?>=nn+1)(n+2)(n+3)+1.

c¢) Determine, sem usar a calculadora, o valor de:

\/(2014) (2015)(2016)(2017) + 1.

B Termos esquecidos da PA.

Uma progressdo aritmética, costumeiramente chamada de P.A., é uma sequéncia em que
cada termo, a partir do segundo, € igual a soma do termo anterior com um valor fixo r
chamado de diferenca comum ou razdo da progressdo. Por exemplo, a sequéncia abaixo
é uma progressao aritmética com termo inicial 3 e diferenca comum 4.

6[1:3,02:7,6l3:11,@4:15,6[5:19,6l6:23,07:27,d8:31,d9:35,...

Veja que estamos denotando o nimero da posicao i pelo simbolo a;.
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a) Se o primeiro termo de uma progressao aritmética é 2 e sua diferenca comum € 3, qual é
o valor do quarto termo?

b) A professora de Jodo pediu que ele calculasse o décimo primeiro termo de uma pro-
gressao aritmética. Infelizmente ele esqueceu qual era o termo inicial e a diferenca co-
mum. As tnicas informacoes das quais ele lembrava eram:

207
553.

as+ a;+ ay

as+ag+a;+dag+adg+ ajg+ an

Quanto vale o décimo primeiro termo?

Magica com niimeros de 1 a 50

O madgico Magimatico chama trés pessoas da plateia: Ana, Beto e Caio, para ajudarem em
sua matemadgica. Ele diz para cada um pensar em um nimero de 1 a 50, sem revela-lo ao
magico, e contd-lo para cada um dos outros dois participantes. Em seguida, cada um deles
deve simultaneamente trocar o seu nimero pela soma dos ntimeros dos outros dois. Por ex-
emplo, Ana passa a ter a soma dos nimeros de Beto e Caio. Magimaético pede entdo que eles
repitam esse processo mais uma vez. Apos concluir a segunda troca, ele pede que falem os
seus nimeros. Ana responde 104, Beto 123 e Caio 137. Para a surpresa de todos, Magimatico
acerta os nimeros iniciais escolhidos pelos trés. Quais foram os niimeros escolhidos incial-
mente?

E] Formando triangulos obtusangulos

Dado um triangulo de lados a < b < ¢, pela lei dos cossenos temos:
a*+b*—c?

cosC =
2ab

Se o angulo C é obtuso, cosC < 0. Como 2ab é positivo, isso € 0 mesmo que a¢+bh*-c%<o.
Portanto, para um tridngulo ser obtusangulo, o maior lado elevado ao quadrado é maior
que a soma dos quadrados dos outros dois lados. Além disso, pela desigualdade triangular,
sabemos que o maior lado € menor que a soma dos outros dois. Podemos resumir essas duas
informacgoes através das desigualdades

a’ +b* < c? < (a+b)>.
Quantos triangulos obtusangulos podemos formar com lados inteiros positivos menores que

7?

Observacao: Considere que dois tridngulos com os mesmos comprimentos de lado mas em
ordens diferentes representam o mesmo tridngulo.
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El poligonos tombados

2

a) O quadrado ABCD de lado 1cm é “tombado” em torno do ponto D conforme a figura
a seguir. Os tragos pontilhados indicam a area ocupada pelo quadrado durante o seu
movimento de tombamento. Qual a drea total ocupada pelo quadrado do inicio até o
final de seu tombamento?

-———

b) Assim, como no caso do quadrado do item anterior, um hexdgono regular ABCDEF de
lado 1cm é “tombado” em torno do ponto F conforme a figura a seguir. Qual a 4rea total
ocupada pelo hexdgono do inicio até o final do seu tombamento?

Meninos e meninas na sorveteria Sorvete Matemdtico

Pedro decidiu levar todos os seus filhos, meninos e meninas, para tomar sorvete na sorve-
teria Sorvete Matemditico. Na sorveteria, hd 12 sabores diferentes de sorvete e cada crianca
pediu um combo com 3 bolas de sorvete. Depois de sair da sorveteria, Pedro percebeu que,
no total, foram pedidas exatamente duas bolas de cada sabor disponivel na sorveteria.

a) Sabendo que Pedro ndo tomou sorvete, qual o ntimero total de seus filhos (meninas e
meninos)?
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b) Pedro olhou com mais atencao os sabores que cada um pediu e notou que nenhum sabor
foi pedido por um menino e por uma menina, ou seja, se um menino escolheu um sabor,
nenhuma menina escolheu aquele mesmo sabor. Sabendo que pelo menos um de seus
filhos é menino e que ele possui mais filhas do que filhos, determine o ntimero de suas
filhas.

Trapézio com diagonais perpendiculares

No desenho abaixo, ABCD é um trapézio e suas diagonais AC e BD sdo perpendiculares.
Além disso, BC=10e AD = 30.

a) Determine arazao entre os segmetos BE e ED.

b) Encontre o valor do comprimento dos segmentos EC, AE e ED em func¢do do compri-
mento de BE = x.

c) Se AE-EC =108, determine o valor de BE - ED.

Somando os niimeros impares de 1000 a 2014

Uma técnica muito usada para calcular somatérios é a Soma Telescépica. Ela consiste em
“decompor” as parcelas de uma soma em partes que se cancelem. Por exemplo,

e

Com esta técnica, podemos achar uma forma de somar nameros impares consecutivos. Ve-
jamos:
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a) Contando os numeros impares de um por um e comec¢ando pelo 1, verifique que o nimero
na posicdo m é igual a m? — (m —1)2.

b) Calcule a soma de todos os niumeros impares entre 1000 e 2014.

Mdgica com dominds

O mégico Magimaético diz para uma pessoa da plateia escolher uma peca qualquer de um do-
min6 comum. Tal peca é formada por um par de nimeros de 0 a 6. Em seguida, ele diz para
a pessoa escolher um dos niimeros da peca e realizar a seguinte sequéncia de operacoes:

—

. multiplica-lo por 5;

2. somar o resultado anterior com 15;

w

. multiplicar o dltimo resultado por 2 e, finalmente,
4. somar o ultimo resultado com o outro nimero da peca.

Realizadas tais operacoes, o resultado é divulgado e Magimatico impressiona a plateia dizendo
exatamente os nimeros escritos no dominé escolhido.

a) Sabendo que o resultado foi 62, como o méagico descobriu o niimero escolhido pelo mem-
bro da plateia?

b) Se o resultado tivesse sido n, como descobrir os nimeros da peca escolhida?

Quantos digitos tem um niimero muito grande?

Quantos digitos possui o niimero 39?2 Bom, podemos dar uma resposta aproximada para
esta pergunta, sem usar a calculadora, simplesmente comparando-o com poténcias de 10.
Veja que 3% < 10 nos permite concluir que (32)%° = 3190 < 1050, Entio, 3'% tem no méximo 50
digitos pois, 10°° é o primeiro niimero com 51 digitos. O ntimero 3'%° tem de fato 48 digitos!
Agora é a sua vez. Seja N a quantidade de digitos do nimero 2!, determine um inteiro
positivo k tal que k < N < k+5.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



52 OBMEP - Banco de Questoes 2015

O poderoso Raio Reflexivo

O herdi de um desenho animado enfrenta mais uma vez seu arqui-inimigo e precisa desferir
seu famoso golpe do Raio Reflexivo. No quadrado da figura abaixo, o raio deverd, partindo
de F ricochetear, exatamente uma vez nos lados CD, AD e AB, nesta ordem, antes de atingir
o inimigo na posicdo E. Sempre que o raio ricocheteia em um dos lados do quadrado, o
angulo de incidéncia € igual ao angulo de saida como mostra a figura da direita. Sabendo
que BE = EF = FC = 2m e que o raio viaja a 1m/s, determine o tempo decorrido entre o
disparo do raio em F e sua chegada ao ponto E.

A D
’R
7
/
/7
/7
Y
B E F 7 C
EX] O valor da expresséo

Sejam a e b nimeros reais positivos quaisquer. Determine o valor da expressao

(2o

\/ab+16+\/%
8
EXd Produto de digitos
Observe a equacao:
1+2+3+4)?% = (1+2+3+4)(1+2+3+4)

1-1+1-2+1-3+1-4+2-14+2-2+2-3+2-4+
+ 3-1+3-2+3-3+3-4+4-1+4-2+4-3+4-4.

Note que sdo formados 4 x 4 = 16 produtos ao calcularmos (1 + 2 + 3 + 4)? usando a pro-
priedade distributiva.

a) Quantos produtos serdo formados ao calcularmos (1 + 2 + 3 +4)3 também usando a pro-
priedade distributiva?
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b) Qual a quantidade de nimeros de dois algarismos que usam apenas os digitos 1, 2, 3 e 4?

¢) Qual a soma dos produtos dos digitos de todos os nimeros com quatro algarismos for-
mados apenas pelos digitos 1, 2, 3 e 4?

Ponto médio lembra base média

a) Na figura abaixo, AD = DC, AE = BD, ZAEC =90°. Determine o valor do angulo ZCBD.

A

b) No tridangulo A ABC abaixo, BD é bissetriz do angulo ZABC, E é o ponto médio de AC e
ZADB =90°. Se AB =12cm e BC = 20cm, calcule o comprimento do segmento DE.

Niimeros bacanas

Um nimero natural é bacana se a soma de todos os seus divisores positivos (incluindo 1 e
n) é maior ou igual ao dobro do namero. Por exemplo, 12 é bacana pois 1+2+3+4+4+6+12 =
28 =24 =2-12 enquanto que 4 nao é bacana pois 1 +2+4 < 8 =2-4. Demonstre que existem
infinitos numeros que sao bacanas e infinitos niimeros que ndo sdo bacanas.
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Jogando com o resto na divisdo por 3

Arnaldo e Bernaldo decidem jogar um jogo que possui um ntmero limitado de jogadas. Ar-
naldo escreve o niimero 1 no quadro em sua primeira jogada. Em seguida, Bernaldo escreve
2 ou 4 no quadro. Depois disso, Arnaldo escreve 3 ou 9 no quadro. Os dois continuam jo-
gando alternadamente mantendo a regra de que na jogada n o jogador escreve n ou n? no
quadro. Arnaldo vence o jogo se, ap0s a ultima jogada, a soma dos nameros no quadro for
divisivel por 3. Se a soma nao for divisivel por 3, entdo Bernaldo vence.

a) Suponha que o jogo acabe na jogada de nimero 15. Mostre que Bernaldo pode garantir a
vitoria.

b) Suponha que o jogo acabe na jogada de nimero 7. Nesse caso, qual dos dois jogadores
poderd sempre garantir a vitéria independentemente de como o seu adversario jogue?
Como ele devera jogar para vencer?

Teoremas de Quadraddgoras

Quadradédgoras era um enorme admirador de Pitdgoras. Em suas investigacoes, ele desco-
briu dois teoremas sobre quadrilateros:

a) “Se um quadrilatero ABCD é tal que ZABC = ZADC = 90°, entdo AB?> — CD? = AD? —
BC?

b) “Se um quadrilatero ABCD é tal que ZACB = ZADC = 90°, entdo AB%2 = BC?+CD? +
AD?”

Prove esses resultados.

Niimero de divisores de um livre de quadrados

Seja n um niimero inteiro positivo. Se, para cada divisor primo p de n, o ntimero p? nio di-
vide n, dizemos entdo que n é livre de quadrados. Mostre que todo nimero livre de quadra-
dos tem uma quantidade de divisores que é igual a uma poténcia de 2.
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Quadrilateros de mesma drea nao sdao congruentes

Na figura abaixo, os trapézios retangulos ABCD e AEFG, com BC | EF e CD || FG, possuem
a mesma drea. Sabendo que BC =4, AD =7, CT =1e TD = 2, determine a medida do
segmento DG.

3 "
-/ 1
s, b s

Produto de tangentes

a) Verifique que (1 + tgk)(1+ tg(45° - k)) = 2.

b) Dado que
(1+tg1°)(1+tg2°)-...-(1+ tg45°) =2",

encontre 7.

Bissetrizes no quadrildtero

No quadrildtero ABCD, o lado AD é tal que AD = AB+ CD. Se P é o ponto de encontro das
bissetrizes de ZBAD e ZCDA, mostre que BP = PC.

C
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Razdo entre segmentos e ponto médio

Sejam D um ponto no lado AB do tridngulo AABC e F a intersecdo de CD e da mediana
AM. Se AF = AD, encontre arazao entre BD e FM.

C

Segmentos perpendiculares

Na figura abaixo, ABCD é um quadrado e os pontos K, L e M estdo sobre os lados AB, BC e
CD de modo que AKLM é um tridngulo is6sceles retangulo em L. Prove que AL e DK sdo
perpendiculares.

Trocando niimeros usando MDC e MMC

Em uma lousa sdo escritos os 2014 inteiros positivos de 1 até 2014. A operacdo permitida é
escolher dois nameros a e b, apaga-los e escrever em seus lugares os nameros mdc(a, b) (Ma-
ximo Divisor Comum) e mmec(a, b)(Minimo Multiplo Comum). Essa operagdo pode ser feita
com quaisquer dois nimeros que estdo na lousa, incluindo os ntimeros que resultaram
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de operacoes anteriores. Determine qual a maior quantidade de niimeros 1 que podemos
deixar na lousa.

BX) A diagonal de um retangulo

No desenho abaixo, ABCD é um retangulo e E é o pé da perpendicular tracada de A até a
diagonal BD. As distancias do ponto E aos lados DC, BC e AB sdo n, 1 e x, respectivamente.
Seja ainda d o comprimento da diagonal BD.

A D

a) Verifique que DE = x>V'1 + x2.
b) Verifique que n = x°.

c¢) Verifique que d?/3 — x*/3 =1.

Digitos repetidos

n

a) Usando que =111...111, verifique que:
S ——

n

111...111=222...222+(333...333)%
4028 2014 2014

b) Considere o numero de 4028 digitos

X =111...1112888...88896.
2013 2012

Calcule vVX.

c) Mostre que o nimero 444...444888...8889 é um quadrado perfeito.

v v
n vezes (n-—1) vezes

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



58 OBMEP - Banco de Questoes 2015

d) Mostre que o nimero
111...111-222...222
4028 2014

é um quadrado perfeito.

Radicais sucessivos

Encontre as solu¢des da equacao

x+\/4x+\/16x+\/...+\/4”x+3:1+ﬁ.

Valores possiveis das raizes

Na equacdo x? + px+ g = 0, os coeficientes p e ¢ podem assumir quaisquer valores do inter-
valo [—1, 1]. Quais sdo os possiveis valores das raizes de tal equacgao?

Impares que de 5 em 5 e 9 em 9 somam quadrados perfeitos

Os ntmeros que sdo inteiros positivos elevados ao quadrado sao chamados quadrados per-
feitos, por exemplo, 16 é um quadrado perfeito pois é igual a 4. Um fato curioso é que
numeros que sao quadrados perfeitos deixam apenas restos 0 ou 1 na divisao por 4. Com
isso podemos provar, por exemplo, que 2014 ndao é um quadrado perfeito pois 2014 deixa
resto 2 na divisao por 4.

a) Sabendo que todo ntamero inteiro impar é da forma 2k + 1, mostre que os quadrados
perfeitos impares deixam resto 1 na divisdo por 8.

b) E possivel colocar 45 ntimeros inteiros impares em sequéncia de modo que a soma de
quaisquer 5 consecutivos e de quaisquer 9 consecutivos sejam quadrados perfeitos?

Soma de dois primos é miiltiplo de seis

Sejam p, g e r trés nameros primos maiores que 3. Sabe-se que o nimero p + g + r também
é primo. Mostre que p+ g, p + r ou g + r € um multiplo de 6.
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Pontuacoes em um torneio de Xadrez

Em um torneio de xadrez, todos os jogadores enfrentaram todos os outros exatamente uma
vez. Em cada partida, o jogador ganha 1 ponto se vencer, 1/2 se empatar e 0 ponto se perder.
Ao final do torneio, um repdrter somou as pontuacoes de todos os jogadores e obteve 190
pontos. Nesse tipo de torneio, o vencedor é aquele que faz mais pontos.

a) Quantos jogadores participaram do torneio?

b) André participou do torneio e fez 9 pontos. Mostre que, mesmo sem saber as outras pon-
tuacoes, André nao foi o vencedor do torneio.

Equacdo com radicais

Resolva em R a equacdo vV x2 +9+ Vv x2—6x+10 = 5.

Niimeros em sequéncia que se repetem

Uma propriedade interessante do nimero 2013 é que 3 é o ultimo digito da soma 2 +0 + 1.
Repetindo-se esse processo, isto é, escrevendo-se a direita o tltimo digito da soma dos trés
digitos anteriores, teremos uma sequéncia:

2,0,1,3,4,8,5,7...

a) Prove que comecando com a sequéncia 2,0, 1, nessa ordem, podemos também encontrar
os trés niumeros consecutivos 1, 2,2, nessa ordem.

b) Observe que se uma sequéncia de trés niimeros consecutivos aparecer novamente na
mesma ordem, entdo toda a sequéncia se “repetird” sucessivamente. Por exemplo, a se-
quéncia abaixo nao é a sequéncia do enunciado, mas se repete a cada quatro nimeros

...124312431243...12431243...

Verifique que alguma sequéncia de trés digitos se repete na sequéncia do enunciado.

¢) Suponha que na primeira aparicao de “a, b, ¢” na sequéncia, o nimero imediatamente
anterior seja x, e que na sua segunda aparicdo seja y, ou seja, na sequéncia iremos en-
contrar os nimeros na seguinte ordem:

..oXx,a,bc,....y,ab,c...
Mostre que x = y.

d) Dado que 1,2,2 apareceu na sequéncia, nessa ordem, mostre que eventualmente apare-
cerd novamente a sequéncia de digitos 2,0, 1, também nessa ordem.
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Somando e subtraindo niimeros de cobrinhas

A folha do caderno de desenho de Jodao é um enorme plano cartesiano quadriculado. Um
dos seus desenhos preferidos é a criacao de cobrinhas cobrindo os lados dos quadradinhos
com sua caneta. Basicamente uma cobrinha é uma sequéncia de 2n pontos distintos Py, P»,
..., P2, escolhidos nos vértices dos quadradinhos dos tabuleiros de modo que pontos com
indices consecutivos estdo no lado de um mesmo quadradinho do tabuleiro. Por exemplo,
na figura abaixo, temos uma cobrinha unindo os seguintes pontos do plano cartesiano:

Pl = (0>0)) PZZ(]-)O)) P3:(]-)]-); P4:(]-)2); P5:(2)2)y P6:(2)3)
P 3,3), Pg=(4,3), Py=(44), P1p=05,4), P11=(64), Pi2=(653).

Py Py Py

\P [P P

Py b

Py

Pl PQ

Depois de desenhar cobrinhas no tabuleiro, Jodo gosta de calcular a soma das coordenadas
dos pontos de indices impares, isto €, dos pontos Py, Ps, ..., P2;,—1 , € subtrair desse nimero
o resultado da soma das coordenadas dos pontos de indices pares, isto é, dos pontos Py, Py,
P,
cey ne

a) Para n = 3, ou seja, com 6 pontos, desenhe “cobrinhas” em que o resultado obtido por
Jodo seja—1,-3,1e3.

b) Dependendo de n, quais os possiveis valores que Joao pode obter?

Observacao: A “cobrinha” pode também conter pontos com coordenadas negativas, basta
que ela “se mova” para a esquerda do eixo y ou para baixo do eixo x.
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Quadrado encostando na reta

a) Todo nuimero real ao quadrado é maior ou igual a 0, sendo 0 apenas se o ntimero elevado
ao quadrado for o préprio 0. Consequentemente, para quaisquer nimeros reais a e b
temos (a — b)? = 0. Prove que

a*+ b?
2
com igualdade ocorrendo somente quando a = b.

>ab

b) Afigura aseguir mostra um quadrado de lado 1 com um vértice em comum com uma reta
horizontal. Considerando todas as posicoes em que o quadrado “encosta” apenas um de
seus vértices na reta, qual a maior drea possivel do pentdgono ABCEF onde E e F sdo as
projecoes ortogonais dos vértices A e C na reta horizontal?
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SOLUCOES DO NIVEL 1

Escrevendo niimeros em circulos

Na figura abaixo, temos uma circunferéncia cortada por 4 segmentos. Escreva os nimeros
de 1 até 9 nos circulos de modo que a soma dos nlimeros escritos em cada segmento seja
sempre a mesma.

Escrevendo niimeros em circulos — Solugdo

Observe que as somas dos niumeros em circulos diametralmente opostos devem ser iguais,
pois todos os segmentos compartilham o circulo central. Desconsiderando-se o centro, a
soma dos oito niimeros escritos na circunferéncia deve ser divisivel por 4, pois eles podem
ser distribuidos em 4 pares de mesma soma. A soma total é

1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.

Escolhendo-se o 5 como numero central, os outros niimeros podem ser distribuidos nos
seguintes pares de soma 10: (1,9), (2,8), (3,7) e (4,6).
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Uma possivel distribuicdo seria:

Observacao: Além do 5, os niimeros 9 e 1 também poderiam ocupar o centro, pois 45—9 = 36
e 45— 1 =44 também sdao multiplos de 4. Para colocarmos 0 9 no centro, bastaria dividirmos
0s numeros restantes nos pares de soma 36/4 =9: (1,8), (2,7), (3,6) e (4,5). Para colocarmos
o 1 no centro, bastaria dividirmos os nimeros restantes nos pares de soma 44/4 = 11: (2,9),
3,8), 4,7) e (5,6).

Contando triangulos

Quantos tridngulos existem na figura abaixo?
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Contando triangulos — Solugdo

Como todos os segmentos tracados sdo paralelos aos lados do quadrado ou a diagonal, os
triangulos formados também possuem essas caracteristicas.
Assim, existem apenas quatro tipos de triangulos:

SIS

Os quatro tipos de tridngulos foram definidos de acordo com a quantidade de triangulos
menores: 1 na figura A, 4 na figura B, 9 na figura C e 16 na figura D. Na contagem, também
devemos considerar suas cOpias “viradas de cabeca para baixo”. Como existem 32 triangulos
do tipo A, 18 do tipo B, 8 do tipo C e 2 do tipo D, o total de triangulos é 32 + 18 +8 + 2 = 60.

C D

Dividindo chocolates

Maria acaba de ganhar uma barra enorme de chocolate como presente de Pascoa. Ela decide
dividi-la em pedacos para comé-la aos poucos. No primeiro dia, ela a divide em 10 pedacos
e come apenas um deles. No segundo dia, ela divide um dos pedacos que sobraram do dia
anterior em mais 10 pedacos e come apenas um deles. No terceiro dia, ela faz o mesmo, ou
seja, divide um dos pedacgos que sobraram do dia anterior em 10 outros e come apenas um
deles. Ela continua repetindo esse procedimento até a Padscoa do ano seguinte.

a) Quantos pedacos ela terd no final do terceiro dia?

b) E possivel que ela obtenha exatamente 2014 pedacos em algum dia?

Dividindo chocolates - Solucao

a) No final do primeiro dia, ela terd 10 — 1 = 9 pedacgos. No final do dia seguinte, ela tera
9-1+10-1=17 pedacos. Do ponto de vista pratico, é como se ela tivesse acrescentado
10 — 1 -1 = 8 pedacos novos, pois um pedaco sempre € perdido para a divisdo em 10 e
outro sempre é comido. No final do terceiro dia ela acrescenta mais oito novos pedacos e
passa a ter 25.

b) Como a soma sempre aumenta de 8 em 8, ap6s n dias, a partir do dia inicial, ela terd 9+8n
pedacos. Se for possivel obter exatamente 2014 pedacos, devemos ter:

9+8n = 2014

2005

n = ——

8

2005 _ . . . )
Como nao é inteiro, tal dia nunca acontecera.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



66 OBMEP - Banco de Questoes 2015

|4| Niimeros bacanas

Um numero natural é bacana quando cada um de seus algarismos € maior que qualquer um
dos outros algarismos que estdo a sua esquerda. Por exemplo, 3479 é bacana, enquanto que
2231 nao é. Quantos nimeros bacanas existem entre 3000 e 8000?

|4| Niimeros bacanas - Solucdio

Um ntmero nesse intervalo deve possuir como primeiro digito um dos seguintes nimeros:
3, 4, 5 e 6. Nao pode existir um nimero bacana comecado em 7 porque ndo existem trés
algarismos distintos maiores que 7. Podemos assim dividir nossa busca pelos ntimeros ba-
canas:

1. nimeros comecados em 3: 3456, 3457, 3458, 3459, 3467, 3468, 3469, 3478, 3479, 3489,
3567, 3568, 3569, 3578, 3579, 3589, 3678, 3679, 3689 e 3789;

2. numeros comecados em 4: 4567, 4568, 4569, 4578, 4579, 4589, 4678, 4679, 4689 e 4789;
3. nimeros comecados em 5: 5678, 5679, 5689 e 5789;

4. nuimeros comecados em 6: 6789.

Portanto, existem 20 + 10 + 4 + 1 = 35 nimeros bacanas.
Observacao: Além da divisdo em grupos, observando o primeiro algarismo, é interessante

organizar a contagem dentro dos grupos, que pode ser através da listagem em ordem cres-
cente (como foi feita) ou utilizando o diagrama da arvore (6tima pesquisa!).

5| Calculando dreas

O retangulo ABCD esta dividido em cinco retangulos iguais. Se o perimetro de ABCD é
20cm, determine a sua area.
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|5]| Calculando dreas - Solucio

Sejam x e y, com x < y, as dimensodes de cada um dos retdngulos menores. Assim, o perimetro
do retangulo ABCD é 5x + 4y = 20cm. Além disso, comparando as dimensoes dos lados dos
retangulos menores, temos 3x = 2y. Portanto, 20 = 5x+6x e x = 20/11cm. Consequente-

3x 30
mente, y=—=-—7Cme
2 11
A —3x(xt1) =3 20 50 3000 em?
ABCD = YEErmTn T
D y Yy C
(/ y
A B
|6]| Pintando cubinhos

a) Na figura abaixo, Jodo pintou algumas faces de cubinhos de um cubo 3 x 3 x 3 de cinza.
Ao desmontar o cubo em cubos menores de tamanho 1 x 1 x 1, ele percebeu que um de-
les possuia trés, outro possuia duas e o terceiro possuia apenas uma face cinza. Se ele
tivesse pintado todas as faces do cubo maior de cinza, quantos cubinhos 1 x 1 x 1 teriam
exatamente uma face cinza? Quantos cubinhos teriam exatamente duas faces cinzas?

b) Se ele tivesse pintado todas as faces de um cubo 5 x 5 x 5 de cinza, ap6s dividi-lo em
cubinhos 1 x 1 x 1, quantos deles teriam exatamente uma face pintada de cinza?

¢) Ainda considerando o cubo 5x5 x5, quantos cubinhos 1 x 1 x 1 ndo teriam faces pintadas?

S L2

L
L

L

ANANEN
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|6] Pintando cubinhos - Solucdo

a) Como apenas os cubos pintados nos centros das 6 faces possuiriam exatamente uma face
cinza, a resposta da primeira pergunta é 6. Os cubinhos com duas faces cinzas sdo aque-
les que estdao em duas faces do cubo maior mas que ndo sao cantos. Existem 12 desses
cubinhos.

b) Em cada face, o quadrado central 3x3 conteria os cubinhos com apenas uma face pintada
de cinza. Como temos 6 faces, o total € 9-6 = 54.

¢) No centro do cubo 5 x 5 x 5 existe um cubo 3 x 3 x 3 em que nenhuma das faces de seus
cubinhos estd visivel. Como apenas os cubinhos visiveis receberam pelo menos uma face
com pintura cinza, o total de cubos nao pintados foi 3 x 3 x 3 = 27.

Prolongando segmentos

Na figura abaixo, os lados do retangulo ABCD foram prolongados de modo que EB = 2AB,
AH =3AD, DG =2DC e FC = 3BC. Encontre a razdo entre as areas do quadrilatero EHGF
e do retangulo ABCD.
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Prolongando segmentos — Solucao

A 4rea do quadrilatero EFGH pode ser decomposta em quatro tridngulos e um retangulo. Se
S = Aagcp, temos

Apag = (EA-AH)/2
= (AB-3AD)/2
= 3S/2.

Apuc = (DH-DG)/2
= (2AD-2DC)/2
= 2§

Apcg = (FC-CG)/2
= (3BC-DC)/2
= 38/2

Apgg = (FB-BE)/2
= (2BC-2AB)/2

= 28.
Portanto,
AEFGH _ 35/2+28+3S/2+25+S
AaBcD S
= 8.
Numero de segmentos

a) Dados quatro pontos distintos A, B, C e D, todos sobre uma mesma reta, como indica a
figura abaixo, determine o nimero de segmentos distintos que podem ser formados com
vértices em tais pontos.

b) Com 10 pontos distintos em um segmento, qual seria a nova resposta?

Niimero de segmentos — Solugao

a) Existem 6 segmentos de reta com vértices nesses 4 pontos: AB, AC, AD, BC, BD e CD.
Veja que a resposta nao seria diferente se os pontos nao fossem colineares.
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b) Chamemos os 10 pontosde: A, B, C, D, E, F, G, H, I e ]J. Observando a solucdo do item
a), podemos organizar nossa contagem listando inicialmente todos os segmentos com
vértice A e, em seguida, todos os que possuem vértice B e que ainda ndo foram contados
na nossa lista. Feito a contagem para o vértice B, repetimos esse procedimento para os
outros vértices.

Com 10 pontos, exitem 9 segmentos em que um de seus vértices € o ponto A, pois basta
unir A a cada um dos outros 9 pontos. Com vértice B, existem também 9 segmentos mas
um deles ja foi contado, pois possui também vértice A. Assim, basta acrescentarmos
apenas mais 8 novos segmentos. Com vértice C, existem 9 —1 -1 = 7 novos segmentos
porque ja contamos os segmentos AC e BC. A cada novo vértice a quantidade de novos
segmentos é reduzida em uma unidade. Assim, a quantidade total de segmentos é

9+8+7+6+5+4+3+2+1=45.

(9| Palitos formando quadrados

Na figura abaixo, Maria arrumou 24 palitos e formou um quadrado 3 x 3.

a) Quantos palitos ela precisaria usar para formar um quadrado 4 x 4?2

b) Qual o lado do maior quadrado que ela conseguiria formar com 100 palitos? Se sobrarem
palitos, determine quantos.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



OBMEP - Banco de Questoes 2015 71

|9| Palitos formando quadrados - Solucdio

a) Afigura abaixo mostra que ela precisara usar 40 palitos

b) Se quisermos formar um quadrado com o lado composto por 7 palitos, precisaremos de
n+1linhas de n palitos e n+ 1 colunas também de 7 palitos. Isso totaliza n(n+1)+ n(n+
1) =2n(n+1) palitos. Entdo, se

n=5 = 2nn+1)=60;
n=6 = 2n(n+1)=284;
n=7 = 2nn+1)=112.

Portanto, com 100 palitos, podemos formar no maximo um quadrado com lado 6 e so-
brardao 100 — 84 = 16 palitos.

Formando niimeros usando digitos

Sao dados 5 digitos distintos de 1 a 9. Arnaldo forma o maior nimero possivel usando trés
desses 5 digitos. Em seguida, Bernaldo escreve o menor nimero possivel usando trés desses
5 digitos. Qual o digito da unidade da diferenca entre o ntimero de Arnaldo e o nimero de
Bernaldo?

Formando niimeros usando digitos — Solucéo

Sejam a, b, c, d, e os digitos dados em ordem crescente. Como qualquer niimero com e
como digito das centenas é maior que qualquer nimero em que o digito das centenas é
um dos outros quatro digitos, entdo o nimero de Arnaldo deve comecar com e. Da mesma
forma, ele deve usar o segundo maior digito nas dezenas e o terceiro maior nas unidades.
Logo, o nimero de Arnaldo é edec.
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O mesmo argumento também se aplica ao niimero escrito por Bernaldo, pois qualquer nimero
com o digito a nas centenas é menor que qualquer nimero em que o digito das centenas é
um dos outros quatro digitos. Ele deve usar os menores digitos na ordem decrescente, ou
seja, o niumero de Bernaldo é abc. Como os dois nimeros tém o mesmo digito das unidades,
ao subtrai-los obteremos um niimero que tem zero como digito das unidades.

Observacao: O traco sobre os niimeros serve para distinguir o produto de digitos do nimero
formado por eles. Por exemplo, a- b denota o produto de a e b enquanto que ab denota o
numero cujo algarismo das unidades é b e o das dezenas é a.

|11]| Quantas semirretas?

Abaixo estdo representados cinco pontos distintos sobre uma mesma reta. Quantas semir-
retas possuem origem em algum desses cinco pontos e ndo contém o ponto B?

11| Quantas semirretas? — Solugio

Com a excecdo do ponto B, por qualquer um dos outros pontos, existe exatamente uma
semirreta que satisfaz a condicdao do enunciado. Portanto, como existem 4 outros pontos
diferentes de B, existem 4 semirretas.

A pintura de Paladino

Paladino deve pintar de preto algumas casas de um tabuleiro 4 x 4 de modo que quais-
quer trés quadradinhos que formem uma figura congruente ao desenho abaixo tenham pelo
menos um de seus quadradinhos pintados. Qual o menor nimero de quadradinhos que
devem ser pintados por Paladino?
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A pintura de Paladino - Solugdo

Pintando de preto metade das casas do tabuleiro 4 x 4 como um tabuleiro de xadrez, pode-
mos construir um exemplo de pintura satisfazendo o enunciado. Para mostrar que esse é o
minimo, divida o tabuleiro em quatro subtabuleiros 2 x 2. Se qualquer um deles tiver menos
que dois quadrados pintados, serd possivel encontrarmos trés quadrados ndo pintados for-
mando a figura do enunciado. Portanto, precisamos pintar pelo menos 4-2 = 8 quadradinhos
de preto.

Trilhos do trem

Jodo deseja construir um circuito para o seu trem de brinquedo usando trilhos no formato
de segmentos de reta de comprimento fixo. Na intersecao de dois trilhos, ele precisa colocar
uma estacdo de trem. E possivel Jodo construir um circuito fechado com exatamente 10
estacoes, de forma que cada trilho possua exatamente 4 delas?

Trilhos do trem - Solucao

Sim, é possivel. No exemplo abaixo, os pontos pretos simbolizam as estagoes e os segmentos,
os trilhos.
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Um jogo aritmético

Jodo estd brincando com um jogo em que a Ginica operacao permitida é substituir o natural n
pelo natural a- b se a+ b = n, com a e b nimeros naturais. Por exemplo, se o tltimo ntimero
obtido foi 15, ele pode trocd-lo por 56 = 7 -8, pois 7+ 8 = 15 e ambos sdao ntimeros naturais.

a) Comecando com o nimero 7, mostre uma sequéncia de operacdes que produza o nimero
48.

b) Comecgando com o nlimero 7, mostre uma sequéncia de operagdes que produza o nimero
2014.

Um jogo aritmético — Solugdo

a) Indiquemos as operagoes de trocas com uma seta (—). Uma maneira seria:

7=2+5—-10=2+8—-16=12+4 — 48.

b) Como n = (n—1) +1, é possivel decrescer uma unidade de n, transformado-o em
1-(n—1) = n—1. Assim, uma boa estratégia seria criarmos um namero maior que 2014
e depois usarmos a operacdo anterior para decrescermos uma unidade de cada vez até
obtermos o ntimero 2014. Para obter um ntmero maior que 2014, faca:

7=2+5—-10=5+5—-25=12+13 — 156 =100+ 56 — 5600.

Basta agora decrescermos uma unidade 5600 — 2014 = 3586 vezes.

Certamente existem maneiras mais rapidas que usam menos vezes a operagdo descrita.
Uma delas seria:

7=24+5—-10=9+1—-9=4+5—-20=7+13 —-91 =38+53 — 2014.

15| Soma constante

a) Jodo preencheu os quadrados da figura abaixo com numeros naturais, de modo que a
soma de quaisquer trés nimeros de quadrados vizinhos fosse sempre 30. Determine o
valor de x.
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b) Um trimin6 é uma peca formada por trés quadradinhos em linha, como indicado nas
figuras abaixo.

No tabuleiro abaixo, a soma de quaisquer trés nimeros formando um triminé é sempre
igual a 30. Determine o valor de x.

Soma constante — Solugdo

a) Como asoma de trés niimeros consecutivos € sempre amesma, se a, b, ¢ e y estao escritos
nessa ordem na fila, devemos ter a = y pois:

.\a\b\c\y\...

a+b+¢ = B+i+y
a = y.

Assim, seguindo esse padrdo de repeticao a cada trés quadrados, os vizinhos do nimero
x devem ser 2 e 3 como indica a figura abaixo.

Como 2 + x+ 3 =30, segue que x = 25.
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b) Repetindo o argumento do item anterior, na figura abaixo, podemos concluir que:

a+¥B+¢ = B+¢+d
a = d.
a
b
¢ albv | c| a
d

Consequentemente, quaisquer dois quadradinhos, separados por outros dois em uma mesma
linha ou coluna, sdo iguais. Podemos entao preencher dois vizinhos de x com os nimeros
sublinhados abaixo:

[N & (I

7

1~

Finalmente, analisando a soma de um triminé com x no meio, temos4+7+x=30e x =19.

Jogando com as barras de chocolate

Jodo e Maria ganharam 3 barras de chocolate de 5 x 3 divididas em quadradinhos 1 x 1. Entdo
eles decidem disputar um jogo. Jodo pega uma das barras e a divide em duas barras retangu-
lares menores cortando-a através de uma das linhas divis6rias marcadas entre os quadradi-
nhos da barra. Em seguida, Maria pega qualquer uma das barras e a divide também usando
uma das linhas divisérias ja marcadas nela. Eles seguem dividindo as barras alternadamente
e ovencedor é aquele que, apos sua jogada, deixar apenas quadradinhos 1 x 1 como pedacos.
Quem vence 0 jogo?

I
I
I
I
I
I I
I
I
I
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Jogando com as barras de chocolate — Solugao

Observe que o numero de pedacgos sobre a mesa aumenta em uma unidade ap6s cada jo-
gada. Desse modo, apds a primeira jogada de Jodo, havera 4 pedacos sobre a mesa e, apds
a primeira jogada de Maria, haverd 5 pedacos. Apds a segunda jogada de Jodo, havera 6
pedacos e assim por diante. Perceba que Joao sempre deixa a quantidade de pedagos par e
Maria sempre deixa a quantidade impar. Como sao 3 barras de 5x 3, ao final do jogo sobrarao
3 x 3 x5 =45 quadradinhos 1 x 1. Como 45 é impar, Maria vencerd o jogo.

Empurrando bloquinhos

Um jogo de computador consiste de uma tela em forma de tabuleiro 3 x 7 no qual hé trés blo-
quinhos deslizantes 1, 2 e 3, ocupando quadradinhos 1 x 1. O jogo comeca conforme a figura
abaixo e cada jogada consiste em escolher um bloquinho e “empurra-lo” nalinha ou coluna.
Ap6s ser empurrado, um bloquinho ird parar apenas quando encontrar a borda do tabu-
leiro ou outro bloquinho. Por exemplo, se escolhermos o bloquinho 3, poderemos manda-lo
para o canto inferior direito ou para cima encontrando o bloquinho 2. Dois bloquinhos nao
podem ocupar o mesmo quadradinho e quando dois bloquinhos se chocam eles ndao con-
tinuam a se mover. O objetivo é fazer com que algum dos bloquinhos fique parado sobre a
casinha marcada no centro do tabuleiro. Mostre como isso pode ser feito.

Empurrando bloquinhos - Solucdo

Note que para colocar um bloquinho na casa marcada é necessario colocar outro bloquinho
que impeca a continua¢do do deslizamento depois de passar por tal casa. Para obter uma
solucao, mova o bloquinho 2 na direcdao do bloquinho 1 e, em seguida, mova o bloquinho
3 para ficar ao lado do bloquinho 2 com dois movimentos. Perceba que podemos mover o
bloquinho 1 para posicioné-lo a esquerda do bloquinho 3 movendo-o para baixo, para a es-
querda, para cima e, por fim, para a direita. Do mesmo modo, podemos mover o bloquinho
2 para para posiciond-lo a esquerda do bloquinho 1. Para acabar, movemos o bloquinho
1 para baixo, movemos o 3 para a esquerda e, finalmente, para baixo atingindo a casinha
marcada. A figura abaixo ilustra parte dos passos realizados.

3
X
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Pontos na copa do mundo

Durante a Copa do Mundo de Futebol, viarios matemaéticos foram acionados para falar sobre
as chances de classificacdo das equipes. Na primeira fase, cada grupo é formado por quatro
equipes e cada equipe enfrenta cada uma das outras equipes exatamente uma vez. Em caso
de vitéria a equipe ganha 3 pontos, em caso de empate 1 ponto e, finalmente, em caso de
derrota 0 ponto. Sabe-se que os dois primeiros classificam-se para a fase seguinte. Se dois
times empatam com a mesma quantidade de pontos, o desempate € feito através do saldo de
gols. Qual o niimero minimo de pontos para que uma equipe se classsifique sem depender
dos resultados das outras equipes?

Observacao: Lembre-se que para mostrar que o ntimero k encontrado é realmente o mi-
nimo, além de mostrar que tal quantidade é suficiente para garantir a vitéria, vocé deve
garantir também que existam exemplos de pontuac¢des onde times podem totalizar ndo mais
que k—1 pontos e ndo passarem para a proxima fase.

Pontos na copa do mundo - Solucao

O numero minimo de pontos é 7 pontos. Primeiro vejamos que com 6 pontos uma equipe
pode ndo se classificar. Sejam A, B, C e D as equipes de um certo grupo e considere a
seguinte tabela de resultados:

Vencedor | Resultado | Perdedor
A 2x0 D
B 1x0 D
C 1x0 D
A 2x0 B
B 2x0 C
C 1x0 A

Note que C fez 6 pontos e ficou em terceiro pois seu saldo de gols € 0 e isso o deixa atrds de A
e B que possuem a mesma pontuacao mas saldos de 3 e 1, respectivamente. Portanto, com
6 pontos um time pode nao se classificar.

Se um time A faz 7 pontos, entdo ele venceu duas equipes. Essas duas equipes s6 podem
chegar a no méximo 6 pontos pois perderam pelo menos um jogo. Entao A fica, no pior dos
casos, a frente dessas duas equipes e sua classificacao estd garantida.
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Cobrindo tabuleiros

Considere a figura abaixo.

1x4 2x2

a) E possivel cobrir totalmente um tabuleiro 6 x 6 sem sobreposicdo e sem que pedacos de
pecas fiquem “fora” usando apenas pecas 1 x 4?2

b) E possivel cobrir totalmente um tabuleiro 12 x 9 sem sobreposicdo e sem que pedacos de
pecas fiquem “fora” usando apenas pecas 2 x 2?

Cobrindo tabuleiros — Solugdo

a) Nao é possivel. Caso fosse possivel cobri-lo, um dos lados que contém um dos quadrados
1 x 1 dos cantos deveria conter inteiramente uma pega 1 x 4. Suponha que DC seja tal
lado. Temos duas situacdes possiveis como ilustra a figura abaixo.

A B A B

[ %

1 2

Ou a peca estd no meio do lado como na primeira figura ou ela cobre um dos quadrados
do canto.
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Na primeira situacdo, somos forcados a colocar outras duas pecas verticais para cobrir
os cantos. Se continuarmos a cobertura nao conseguiremos cobrir simultaneamente os
quadrados dos cantos associados aos vértices A e B.

Na segunda situac¢do, para cobrirmos o quadrado 2 x 2 com vértice B, precisaremos colo-
car duas pecas horizontais. Tais pecas nos forgarao a colocar pecas verticais no quadrado
2 x 2 com vértice A e isso nos impedira de cobrir o centro do tabuleiro 6 x 6.

Observacao: Embora o nimero de quadrados do tabuleiro 6 x 6 seja divisivel por 4, ndao
é possivel cobri-lo com pecas 1 x 4. E possivel mostrarmos que um tabuleiro m x n pode
ser coberto com pecas 1 x k apenas se k divide um dos lados do retangulo.

b) Nao é possivel. O quadrado 2 x 2 s6 consegue cobrir um nimero par de quadrados de
qualquer um dos lados de tamanho 9 e assim sempre sobrara algum quadrado ndo coberto
em tais lados.

Observacdo: Um problema relacionado que admitiria uma solucao semelhante seria:

E possivel cobrir sem sobreposicdo um paralelepipedo 9 x 7 x 11 com pecas 3 x 3 x 12

3x3x1

A resposta desse novo problema também é ndo. Considere alguma das faces de tamanho
7 x11. As pecas 3 x 3 x 1 s6 podem intersectar tal lado em uma quantidade multipla de 3
de quadrados. Como 7-11 = 77 nao é multiplo de 3, sempre sobrard algum quadrado nao
coberto por tais pegas.

Contando Chocolates

Jodo possui mais que 30 e menos que 100 chocolates. Se ele organizar os chocolates em li-
nhas de 7, sobrard um. Caso ele os organize em linhas de 10, sobrarao 2. Quantos chocolates
ele possui?

Contando Chocolates - Solucdo

Na primeira organizacao, sendo x o nimero de linhas, o nimero de chocolates de Jodo é da
forma 7x+ 1. Na segunda organizacao, sendo y o nimero de linhas, o nimero de chocolates
de Jodo serd 10y +2. Ou seja, o numero de chocolates de Joao deixa resto 1 na divisao por 7 e
resto 2 na divisdo por 10. No intervalo entre 30 e 100, existem 7 nimeros que deixam resto 2
por 10: 32, 42, 52, 62, 72, 82 e 92. Dentre esses niimeros, apenas um deixa resto 1 na divisao
por 7: 92. Portanto, o nimero de chocolates de Jodo é 92.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



OBMEP - Banco de Questoes 2015 81

Niimeros no circulo com digitos em comum

Ao redor de um circulo sao escritos os numeros naturais de 1 a N com N > 2, uma Gnica
vez cada, de tal forma que dois vizinhos possuem pelo menos um digito em comum. Ache o
menor N > 2 para qual isso é possivel.

Numeros no circulo com digitos em comum - Solugao

Como o 3 ird aparecer, devemos usar o 13 e 0 23. Assim, como 9 < 23, 9 deve estar no circulo.
Seus dois vizinhos devem possuir o digito 9, os menores seriam 19 e 29, consequentemente
N deve ser pelo menos 29. Agora, para provar que 29 é o minimo, basta construir um exem-
plo:

1,12,2,22,20,21,23,3,13, 14,4, 24,25,5,15,10,11, 19,9, 29, 28,8,18,17,7,27,26, 6, 16.

Formando figuras com triangulos

Pedrinho estd brincando com trés pecas triangulares de lados (5,8,10), (5,10,12) e (5,8,12)
como mostra o desenho abaixo. Ele pode juntar duas pecas se colar exatamente os lados de
mesmo tamanho delas. Por exemplo, ele pode juntar o lado 10 da primeira peca com o lado
10 da segunda, mas ndo pode juntar o lado 10 da primeira pe¢a com o lado 8 da terceira, pois
nao possuem mesmo tamanho. Qual é o maior perimetro que Pedrinho pode obter juntando
as trés pecas?

ot
oo
ot
—
=]
ot
oo

10 12 12

Formando figuras com triangulos — Solugdo

Somando os perimetros dos trés triangulos temos:
5+8+10)+(B+10+12)+(5+8+12) =23 +27+25=75.

Quando juntamos dois tridngulos usando um determinado lado, o efeito pratico na soma an-
terior é diminuirmos o dobro de tal lado pois ele deixa de contribuir em dois tridngulos. Para
maximizar a soma que produz o perimetro, devemos fazer jun¢des que usam os menores la-
dos possiveis. A menor juncao possivel é envolvendo o lado de comprimento 5 que s6 pode
ser feita uma vez pois s6 hd trés lados 5 e precisamos de dois deles para tal juncado. A segunda
menor juncdo possivel envolve os lados de comprimento 8.
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Desse modo, devemos juntar o primeiro e o terceiro tridngulos usando os lados 8. Em seguida,
podemos juntar o lado 5 do segundo tridngulo com qualquer um dos lados 5 da figura j4 for-
mada. Assim, o maior perimetro é 75—-2-5—2-8 = 49. Abaixo temos um exemplo de figura
formada com os tridngulos.

12

Cozinhando arroz instantaneo no tempo certo

Para fazer macarrao instantaneo é necessdario colocar o macarrdo para cozinhar exatamente
por 3 minutos. Marcar exatamente 3 minutos é muito complicado sem um relégio, mas é
possivel se voceé tiver certas ampulhetas de areia que marcam tempos exatos em minutos.
Por exemplo, suponha que vocé tem duas ampulhetas, uma que marca exatamente 7 minu-
tos e outra que marca exatamente 4 minutos. Basta vird-las ao mesmo tempo e, quando a de
4 acabar, colocar o macarrao. Vocé deve retird-lo da panela quando a de 7 minutos terminar.
Assim, o macarrao tera cozinhado exatamente por 7 —4 = 3 minutos.

a) Certo tipo de arroz instantaneo precisa cozinhar por exatamente 4 minutos. Mostre que
é possivel marcar o tempo para esse arroz cozinhar usando apenas ampulhetas de 9 mi-
nutos e de 7 minutos. Qual o menor tempo total necessdario para realizar essa tarefa?

b) Seria possivel marcarmos 9 minutos se tivéssemos apenas ampulhetas de 6 e de 10 mi-
nutos?

Cozinhando arroz instantdneo no tempo certo — Solugdo

a) Para marcarmos 4 minutos, devemos virar as ampulhetas de 9 e de 7 algumas vezes de
modo que a diferenca entre os tempos seja 4 minutos. Como 2-9—2-7 =4, um procedi-
mento seria virar sucessivamente a ampulheta de 9 minutos por 2 vezes e a de 7 também
por 2 vezes. Inicialmente as duas devem ser viradas ao mesmo tempo e, quando a de 7
minutos acabar pela segunda vez, iniciaremos a contagem dos 4 minutos. Quando a am-
pulheta de 9 minutos acabar pela segunda vez, teremos terminado a contagem do tempo
desejado.

Existem outras combinacoes, por exemplo, 7-7—5-9 = 4. Isso quer dizer que poderiamos
ter virado a ampulheta de 7 sete vezes e a de 9 cinco vezes. Nesse caso, teriamos gasto 49
minutos para marcar os 4 de cozimento do arroz!
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Para determinarmos o tempo minimo, veja que o tempo marcado é obtido pela subtracao
entre um multiplo de 9 e um multiplo de 7 ou entre um multiplo de 7 e um de 9. Assim, o
tempo total ou é um multiplo de 7 somado com 4 ou um multiplo de 9 também somado
com 4. Analisando os multiplos de 9: 9, 18, 27, ...; notamos que 18 é o primeiro deles
que deixa resto 4 na divisao por 7 e de fato ja mostramos no inicio que podemos marcar o
tempo desejado em 18 minutos. Analisando agora os multiplos de 7: 7, 14, 21, ...; pode-
mos notar que o primeiro deles que deixa resto 4 na divisao por 9 é 0 49. Como 49 > 18, o
tempo minimo € 18 minutos.

Perceba ainda que a andlise anterior nos permite ainda obter outras maneiras de marcar-
mos 4 minutos, por exemplo, como 9-9 = 81 deixa resto 4 por 7, podemos obter o multiplo
11-7de 7 eescrever 9-9—11-7 = 4. Bastaria usarmos a ampulheta de 9 minutos 9 vezes e
a de 7 minutos por 11 vezes. O tempo total gasto seria de 81 minutos!

b) Como 6 e 10 sdo pares, as diferencas de seus multiplos sdo nimeros pares e consequente-
mente s6 podem ser marcados tempos que representam numeros pares. Portanto, nao é
possivel marcar 9 minutos pois 9 é impar.

Pulos do grilo sem cair do penhasco

Um grilo pode dar pulos de duas distancias: 9 e 8 metros. Ele disputa uma corrida de 100
metros que vai até a beira de um penhasco. Quantos pulos o grilo deve dar para chegar ao
fim da corrida, mas sem passar do ponto final e cair do penhasco?

Pulos do grilo sem cair do penhasco - Solucéo

Primeira solucao: Suponha que o grilo desse apenas pulos de 9 metros. Em seu décimo se-
gundo pulo ele cairia do penhasco, pois 9-12 = 108m. Como ele pode também dar pulos de
8 metros, basta “trocar” 8 pulos de 9 metros por pulos de 8 metros. Teriamos assim 4 pulos
de 9 metros e 8 pulos de 8 metros, num total de 4 + 8 = 12 pulos.

Essa é a tinica combinacdo de pulos possivel, pois se o grilo der menos que 4 pulos de 9 me-
tros, as distancias médximas que ele poderd percorrer sem cair do penhasco sdo: 3-9+9-8 =
99m, 2:9+10-8=98m, 1-9+11:-8=97me0-9+12-8 =96m. Além disso, dando mais que 4
pulos de 9 metros, o grilo deve dar menos que 8 pulos de 8 metros e assim as distancias ma-
ximas que ele podera percorrer sem cair do penhasco sao: 5-9+6:8=93m, 6:9+5-8 =94m,
7-9+4-8=95m,8:-9+3-8=96m, 9:-9+2-8=97m, 10-9+1-8=98me11-9+0-8 =99m.
Como nenhuma dessas distancias é igual a 100, ndo existe outra combinacio.

Segunda solucao: Sejam x o namero de pulos de 9m e y o niimero de pulos de 8m. Quere-
mos determinar x + y, sabendo que:

100

9x+8y

8(x+y)+x.
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Como 100 deixa resto 4 na divisdo por 8, o mesmo deve ocorrer com o nimero 8(x+y)+x. Ou
seja, x deve deixar resto 4 na divisdo por 8 pois 8(x+ y) ja é multiplo de 8. Se x > 4, saberemos
que x € pelo menos 8-1+4 =12 que é o préximo nimero que deixa resto 4 por 8 depois de
4. Se o grilo der 12 pulos de 9m, ele chegard a 9-12 = 108m e caird do penhasco. Logo,
x =4 e ap0s sua substituicdo na equagdo acima, podemos concluir que y = (100—9-4)/8 = 8.
Portanto, o grilo deve dar 4 +8 = 12 pulos.

Perimetros de prédios

No desenho abaixo, trés prédios foram construidos em um terreno dividido em lotes retan-
gulares. Os perimetros dos prédios A e B valem 400m e 240m, respectivamente. Quanto
mede o perimetro do prédio C?

Perimetros de prédios — Solugao

Em um lote, temos trés dimensdes importantes: a largura [, a altura h e a diagonal d.

h&

l

Vamos chamar os perimetros dos prédios A, B e C de P4, Pp e Pc, respectivamente. Os seus
valores sao:

Py = 4d+2l+4h
= 400

Pp = 2d+2l+2h
= 240

Pc = 3d+1+3h.

Dividindo-se a primeira equacao por 2, temos 2d + [ +2h = 200. Subtraindo desse valor a
segunda, obtemos

240-200 2d+21+2h)—-(2d+1+2h)
40 = I
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Analisando o perimetro Pg, temos d + [ + h = 120. Portanto, d + h = 120 — [ = 80 e finalmente

Pc 3d+h)+1
3:80+40

= 240.

Reis dominando o tabuleiro 6 por 6

O rei é uma peca do xadrez que pode se mover apenas uma casa ha vertical, uma na hori-
zontal ou uma na diagonal. Dizemos que um rei ataca uma casa se ele pode ocupd-la com
um Unico movimento. Por exemplo, um rei situado nas casas centrais de um tabuleiro 6 x 6
ataca 8 casas, um rei situado nas casas laterais ataca 5 casas e um rei posicionado em um dos
quatro cantos do tabuleiro ataca apenas 3 casas.

a) Considere um tabuleiro 6 x 6, qual o menor numero de reis que podem ser colocados
no tabuleiro de modo que todas as casas do tabuleiro estejam ocupadas ou sejam casas
atacadas por algum dos reis?

b) Ainda considerando o tabuleiro 6 x 6, qual o maior numero de reis que podemos colocar
no tabuleiro de modo que eles nao se ataquem?

Reis dominando o tabuleiro 6 por 6 — Solucdo

a) Divida o tabuleiro 6 x 6 em 4 tabuleiros 3 x 3. Se uma dessas quatro regides nao tiver rei, a
casa central de tal regido nao serd ocupada e nem atacada por nenhum rei. Portanto, sao
necessarios pelo menos 4 reis. Se colocarmos um rei em cada casa central dos tabuleiros
3 x 3, entdo todas as casas do tabuleiro serdo atacadas. Logo, o menor namero de reis é 4.

b) Divida o tabuleiro 6 x 6 em 9 tabuleiros 2 x 2. Se dois reis estiverem no mesmo 2 x 2, entao
eles estarao se atacando. Portanto, temos no maximo 9 reis. Se colocarmos um rei no
canto superior esquerdo de cada um desses tabuleiros 2 x 2, teremos 9 reis que nao se
atacam mutuamente.
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Quadrados mdgicos

a) Jodo descobriu uma maneira de arrranjar os numeros {1,2,3,...,16} em um tabuleiro 4 x 4
de modo que a soma dos nimeros em cada linha, em cada coluna e em cada diagonal
sdo sempre as mesmas. Uma das possibilidades estd no exemplo abaixo.

4 16 |9 |15
13 (11| 8 | 2
16 | 10| 5 | 3
1|7 (12114

Encontre outro exemplo de distribuicao desses 16 niimeros satisfazendo as mesmas con-
digoes.

b) Verifique que em qualquer distribuicdo possivel, sempre a soma dos nimeros de cada
linha e coluna é 34.

¢) Joao fez agora um novo tipo de tabuleiro com outros nimeros positivos. O produto dos
nameros em cada linha, em cada coluna e em cada diagonal sdo sempre 0os mesmos.
Quanto vale o nimero 4 H?

1/2 |32 | A| B
c |2 /|8]2
4 1 | D|E
F | G| H|16

Quadrados magicos — Solugdo

a) Outras distribuicoes possiveis seriam:

101 |12 |11
2 115]| 6 |16
13 ] 8
9 |7 |4 |14

9)}
w

11415 4
10| 8 | 5 |11
719 (12| 6
163|213
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b) Seja [ a soma dos numeros escritos em uma coluna. Somando os nimeros das quatro
colunas temos:

4] = 1+2+3+...+16
= 136.

Portanto, [ = 136/4 = 34. O mesmo argumento pode ser aplicado as linhas.

c) Efetuando cancelamentos no produto de algumas linhas, colunas e diagonais, obtemos:

(A-8-D-H)(F-1-8-B)(C-2-8-2) (1/2-2-D-16)(1/2-32-A-B)(1/2-C-4-F)
4H = 1.

Botdes no tabuleiro 6 por 6

Em um tabuleiro de brinquedo 6 x 6, cada casa representa um botdao luminoso. Quando
alguém aperta um botdo, ele acende se estiver apagado e apaga se estiver aceso. Além disso,
todos os botdes que compartilham um lado com um botao apertado também mudam de
estado: de aceso para apagado ou de apagado para aceso. Comec¢ando com todos os botoes
apagados e apertando uma tnica vez todos os botdes do tabuleiro, um de cada vez e em
qualquer ordem, quantos botdes estardo acesos no final?

Botées no tabuleiro 6 por 6 — Solugdo

Veja que um botao terminaré aceso se ele mudar de estado um ntmero impar de vezes e
terminard apagado, caso contrario. Cada botdao muda de estado quando ele ou um de seus
vizinhos é apertado e, portanto, o nimero de vezes em que mudard de estado serd igual ao
seu numero de vizinhos acrescido de uma unidade. Podemos assim analisar cada casa do
tabuleiro de acordo com o seu nimero de vizinhos:

i) As quatro casas dos cantos possuem dois vizinhos cada e assim mudardo de estado 1 +
2 = 3 vezes. Terminarao acesas.

ii) As casas que estdo nos lados e que nao sao cantos possuem trés vizinhos e assim mu-
dardo de estado 1+ 3 =4 vezes. Terminardo apagadas.

iii) Cada uma das outras casas que nao sao laterais possuem quatro vizinhos e assim mu-
darao de estado 1+4 =5 vezes. Terminardo acesas.

Por fim, como o tabuleiro 6 x 6 possui 16 casas laterais que nao sdo cantos e estas sao as
Unicas que terminarao apagadas, concluimos que 36 — 16 = 20 botdes estardo acesos ao final
do processo.
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Cortando bandeirinhas de Sdo Jodo

Certa festa possui bandeirinhas de Sao Joao nos formatos A e B. Elas podem ser formadas
dobrando-se uma folha 30cm x 20cm ao meio e cortando-se ao longo de um segmento que
une dois pontos em lados opostos, um deles distando 10cm do lado superior e o outro dis-
tando 10cm do lado inferior, conforme a figura abaixo.

10cm

30cm N

10cm

20cm 10ecm 10cm

a) Qual o niumero maximo de bandeirinhas que podemos cortar de uma folha 30cm x 60cm?
Em seguida, mostre como obter tal niimero.

b) Qual o nimero méaximo de bandeirinhas do tipo B que podemos cortar de uma folha
30cm x 60cm? Em seguida, mostre como obter tal nimero.

Cortando bandeirinhas de Séo Jodo — Solugéo

a) Note que as bandeirinhas do tipo A e B possuem a mesma drea, pois quando dobradas
ao meio, formam a mesma figura e a tinica diferenca é o lugar da dobra. Assim, essa drea

é metade da 4rea da folha 30 x 20, ou seja, =300cm?2. Como a folha 30cm x 60cm

tem drea 1800cm?, é possivel cortarmos no maximo 300 = 6 bandeirinhas. A figura a
seguir mostra um jeito de cortar 6 bandeirinhas.

NN
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b) Se cortarmos apenas bandeirinhas do tipo B, ndo é possivel cortar 6 bandeirinhas. Veja
que nao é possivel colocar duas bandeirinhas tipo B na horizontal, ja que 2-20 =40 > 30.
Entdo, ndo é possivel os dois cantos de um lado de 30 da folha 30 x 60 pertencerem a duas
bandeirinhas do tipo B. Assim, no méximo poderemos cortar 5 bandeirinhas do tipo B e
a figura a seguir mostra como isso pode ser feito.

Pesando moedas

I —

a) Jodo possui trés moedas e uma balanca de dois pratos. Ele sabe que exatamente uma das
moedas € mais leve que as demais, sendo que as outras duas possuem 0 mesmo peso.
Como ele pode descobrir qual é a moeda mais leve com uma tinica pesagem?

b) Jodo agora possui nove moedas e ele sabe novamente que exatamente uma delas é mais
leve que as demais. Como ele pode descobrir a moeda mais leve com exatamente duas
pesagens, se as demais possuem o mesmo peso?

¢) Jodo juntou mais duas moedas normais a sua colecdo e passou a ter 11 moedas. Depois
de junta-las, ele ndo conseguiu lembrar quais eram as moedas novas. Como ele podera
agora descobrir a mais leve com trés pesagens?
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Pesando Moedas - Solucao

a)

b)

c)

Ele deve escolher duas moedas quaisquer e colocar na balancga. Se a balanca ficar equili-
brada, a moeda nao escolhida é a leve. Se a balanca ndo ficar equilibrada, entao o prato
mais alto indicard a moeda mais leve.

Basta ele dividir as 9 moedas em trés grupos de trés e pesar dois quaisquer desses gru-
pos. Se a balanca ficar equilibrada, ele sabera que a moeda mais leve estd no grupo nao
escolhido. Se ela ndo ficar equilibrada, a moeda mais leve estard no prato mais alto. Em
qualquer caso, ele pode restringir a busca para um grupo de trés moedas. Pelo item ante-
rior, com apenas mais uma pesagem ele descobrird a moeda mais leve.

Uma maneira seria ele dividir as moedas em trés grupos contendo as quantidades: 5, 5 e
1. Apos realizar uma pesagem entre os primeiros dois grupos, caso a balanca fique equi-
librada, ele saberd que a moeda mais leve é a do tltimo grupo. Caso contrdrio, ele deve
agora dividir o grupo de 5 moedas do prato mais alto em trés com as seguintes quanti-
dades: 2, 2 e 1. Efetuando-se uma pesagem com os dois primeiros grupos, caso o prato
fique equilibrado, ele saberd que a mais leve é a moeda do tultimo grupo. Caso contrdrio,
basta ele efetuar a tltima pesagem entre as moedas do prato mais alto.

Existem ainda outras maneiras. Por exemplo, divida as moedas em quatro grupos com
as quantidades: 3, 3, 3 e 2. Uma pesagem no ultimo grupo, fornece de imediato a moeda
mais leve caso a balanca fique desequilibrada ou indica que as duas sao normais possi-
bilitando o descarte de tal grupo da busca. Assim, bastaria encontrar a moeda mais leve
nos outros trés grupos com duas pesagens repetindo o procedimento descrito no item b).

Observacao: Uma pergunta que pode ser usada para instigar os alunos é questiona-los se
com duas pesagens seria ainda possivel resolver o item c).

Vejamos que nao é possivel com menos do que 3 pesagens. Cada pesagem pode ser codifi-
cada como uma dentre trés informacoes: >, < ou =. Uma vez realizada a primeira pesagem,
a partir de um dos trés possiveis resultados, a segunda pesagem produzird outras trés possi-
bilidades.
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As descobertas de moedas mais leves assim obtidas podem ser organizadas em um diagrama
como ilustrado abaixo. As setas indicam as possibilidades de resultados ap6s as pesagens e
no final cada sequéncia deles deve indicar a moeda mais leve.

Pesagem 1 Pesagem 2 Possiveis Resultados

Moeda 3

Moeda 8

Moeda 4

Moeda 7

Moeda 5

Como existem no méaximo 3 -3 = 9 pares de resultados envolvendo os simbolos <, > e =,
conseguiriamos identificar no maximo 9 moedas como resultados das pesagens. Dai, ndo é
possivel menos do que 3 pesagens indicarem a moeda mais leve dentre as 11.

Fracées irredutiveis

Uma fracao irredutivel é uma fragdo onde o numerador e o denominador nao possuem fa-
. . 12 o
tores primos em comum. Por exemplo, — é irredutivel enquanto que 1z @0 &, pois ainda

podemos reduzi-la efetuando o cancelamento do nimero 2:

12 26 6
14 2.7 7

.12 X ~ . . .6
Assim, I é igual a fracdo irredutivel =

111111

a) Determine uma fragdo irredutivel igual a

111111111

b) Determine uma fracao irredutivel igual a 18

, . o 111...111 .
c) Determine uma fracdo irredutivel igual a 1 onde o digito 1 se repete 2013 vezes

no numerador.
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d) Determine a soma do numerador e do denominador da fracao irredutivel que é igual a:

111...111
2020...0202°

na fracdo anterior o numerador representa um ntimero com 2014 algarismos iguaisa l e
no denominador existem 1007 algarismos 2 alternados por algarismos 0.

Fracées irredutiveis — Solucdo

a)
111111 _ 7-15873
14 72
15873
2
Como 15873 nao possui fator 2, a fracdo é irredutivel.
b)
111111111~ 9-12345679
18 - 9.2
12345679
= PR

Como 12345679 ndo possui fator 2, a fracdo é irredutivel.
¢) Como 111 = 3-37, dividindo o numerador em grupos de trés digitos consecutivos, temos:

111...111=3-37037...037

2013‘\;6265 671;/rezes
Portanto,
111...111 B 3-37037...037
15 B 35
_37037...037
= = .

Como o numerador da fracdo anterior ndo € divisivel por 5, ela é irredutivel.

d) Noteque 11-1010...0101=111...111e2-1010...0101 =2020...0202. Portanto,

111...111 _ 11-1010-0T0T
2020...0202  2-1010—6101
11
=

Como 11/2 é irredutivel, a soma desejada é 11 +2 =13.
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Grupos de quatro niimeros com mesma soma

a)

b)

Mostre uma maneira de separar todos os nimeros de 1 a 16 em quatro conjuntos com
quatro niumeros cada, de modo que cada conjunto tenha a mesma soma.

Mostre que existem pelo menos 1024 maneiras de escrever os nameros de 1 até 16 em
cada uma das casinhas de um tabuleiro 4 x 4 de modo que a soma dos niimeros de cada
linha seja igual.

Grupos de quatro niimeros com mesma soma — Solucéo

a)

b)

Primeiramente formemos oito pares de niumeros escolhendo nimeros opostos ao “meio”
da sequéncia, ou se€ja, (1,16), (2,15), ..., (7,10) e (8,9). Veja que cada par possui soma 17.
Agora junte os pares em quatro grupos, cada um com soma 34, por exemplo: (1, 16,2, 15),
(3,14,4,13), (5,12,6,11) e (7,10, 8,9).

Veja que os nimeros obtidos no item anterior fornecem um exemplo de como colocar os
numeros em cada linha. Vamos mostrar que temos pelo menos 1024 variacoes distintas
desse exemplo. Em cada linha podemos “rodar” os nlimeros quatro vezes para a esquerda
obtendo as sequéncias: (1,16,2,15), (16,2,15,1), (2,15,1,16) e (15,1,16,2). Além disso,
podemos “rodar” as linhas quatro vezes de cima para baixo. Entao, apenas rodando o
“exemplo” contruido temos pelo menos 4 variacoes dentro de cada linha e mais outras 4
para rotacoes entre as linhas. Assim, no total teremos

(4x4x4x4) X 4 =1024
—~—

N———
variacoes dentro das linhas Totagdes entre aslinhas

maneiras de realizar esta tarefa. A figura abaixo mostra alguns exemplos de tabuleiros
que podem ser obtidos pelas operacoes de rotacdes descritas:

1116|215 16| 2 |15 1 10 8 | 9

3114|413 3 |14 4 |13 16| 2 |15 1
51121611 121 6 | 11| 5 3 114] 4 |13
711018 9 10 8 |9 | 7 1216 |11 ] 5
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SOLUCOES DO NIVEL 2

Conjunto de pesos suspensos

A figura representa um conjunto de pesos suspensos em equilibrio. Se o circulo pesa 40g,
quanto pesa o retangulo?

Observacao: Vocé deve desconsiderar o peso das barras horizontais e dos fios.

LSS

Y

Conjunto de pesos suspensos — Solugdo

Seja x o peso do retangulo. Como o retangulo e o tridngulo estdo em equilibrio, o peso do
triangulo também é x. Analisando o equilibrio do conjunto que envolve o losango, o retan-
gulo e o triangulo, podemos concluir que o peso do losango é x + x = 2x. Como o peso do
circulo deve ser igual ao peso do conjunto formado pelo losango, o retangulo e o triangulo,
podemos concluir que o seu peso vale x+x+2x = 4x. Finalmente, dado que 4x = 40g, temos
x=10g.
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Espaco iitil do quarto

Pedro acabou de se mudar para sua nova casa e ganhou um novo quarto. A figura a seguir
mostra uma vista superior simplificada de seu novo quarto que possui 2m de largura por
2,5m de comprimento.

2,5m

2m st janela

I
porta

A porta indicada na figura tem 50cm de comprimento e pode ser aberta até encontrar a
parede lateral. A janela é dividida em duas portas de mesmo comprimento que quando
abertas encostam nas paredes vizinhas. Os arcos da figura mostram as aberturas da porta e
da janela. A mae de Pedro disse que ele deve colocar seus méveis no quarto de modo que
ndo figuem nos caminhos de abertura da porta nem da janela. Quantos metros quadrados
Pedro tem em seu quarto para colocar os seus méveis?

Espaco iitil do quarto - Solucdo

Seja L o comprimento de cada porta da janela. Considerando que, quando as duas portas se
abrem elas encostam nas paredes dos lados, temos entdo: 4- L = 2, ou seja, L = 0,5m.

Chamemos de A a drea que Pedro tem para colocar seus mdveis. Para determinéa-la, basta
considerar a 4rea total e subtrair as dreas de abertura da porta e da janela. Sabendo que
a porta abre i de circunferéncia e que as janelas abrem, cada uma, meia circunferéncia,
temos:

1 2 1 2
A = 2:25-0m0,5° -2 27 (0,5)

_ VA T
B 16 4
_ 80-57
B 16

_ . 8057 L.
Entao, Pedro possui ST metros quadrados para colocar seus moveis.
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Formando fracoes com dominds

Um jogo comum de dominé é composto por 28 pecas. Cada peca é formada por dois ntime-
ros inteiros que variam de 0 a 6, inclusive. Todas as possibilidades de combinacoes possiveis
(a,b), com a < b, sdo listadas exatamente uma vez. Note que a peca (4,2) é listada como a
peca (2,4), pois 2 < 4. Excluindo a peca (0,0), para cada uma das outras 27 pecas (a, b), com
a < b, escrevemos num quadro a fragédo .

a) Quantos valores distintos estdo escritos nas formas de fracoes no quadro? (Veja que as
fracoes % e % tém o mesmo valor e devem ser contadas apenas uma vez.)

b) Qual a soma dos valores distintos encontrados no item anterior?

Formando fracoes com dominds — Solugdo

a) Basta comecar contando pelos maiores denominadores e ndo repetir quando aparecerem
0s menores.

i) Para b =6, temos

6666666 '6'3°2"3'6
ii) Para b =5, ndo devemos repetir 0 = 0/5 e nem 1 = 5/5, pois ja foram contados, temos

(1234)

iii) Para b =4, s6 podemos adicionar fracoes irredutiveis de denominador 4, pois ja con-
tamos as de denominador 1 e 2 quando b = 6, temos entao

[33)

iv) Quando b for 1, 2 ou 3, teremos fracdes que ja foram contadas no caso b = 6. Veri-
fique!

(0123456)_( 11125)

Logo, o nimero de valores distintos ¢ 7+4 +2 = 13.

b) Um bom jeito de somarmos as 13 fracoes é considerarmos suas formas redutiveis vistas
no item anterior, ou seja,

0 1 2 3 4 5 6 21
-+ —-4+—-+—-+—-F+-=-+-=- = —
6 6 6 6 6 6 6 6
f— 7-
= >
1 2 3 4 10
-4 —-4+—-4+- = —
5 5
= 2
3
“+2 =1
4

Entdo asomatotal é 2 +2+1 =13,
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[4] Bissetrizes

A bissetriz de um angulo é uma semirreta com origem no vértice de um angulo que o divide
em dois outros angulos congruentes. Por exemplo, no desenho abaixo, a semirreta OC é
bissetriz do angulo ZAOB.

a) A diferenca entre dois angulos consecutivos mas ndo adjacentes é 100°. Determine o
angulo formado por suas bissetrizes.

Observacao: Lembre-se que dois dngulos sdo consecutivos se possuirem o mesmo vértice
e pelo menos um lado em comum e que dois angulos sdo adjacentes se ndo possuirem
pontos interiores em comum.

b) No desenho abaixo, D A é bissetriz do dngulo ZC AB. Determine o valor do angulo /D AE
sabendo que ZCAB+ /EAB =120°e ZCAB—- ZEAB =80°.

C D
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[4] Bissetrizes — Solucio

a) Sejam /BAD =2xe ZBAC =2y os angulos adjacentes.

C

O angulo entre as bissetrizes é

/EAF

/EAB-/FAB

Xy
2x 2y

2 2
/ZCAB ZDAB

2 2
100°

2
50°.

b) Sejam x = ZCAD =/DABe y=/EAB. Entdao 2x + y = 120° e 2x — y = 80°. Somando as
duas equagoes, obtemos 4x = 200°, ou seja, x = 50°. Substituindo esse valor em 2x + y =
120°, temos y = 120° —2x = 120° — 100° = 20°. Portanto,

/ZDAE =x-y=50°-20°=30°.

[5] Abandono do grupo

Em um grupo de 200 pessoas, apenas 1% é mulher. Determine o niimero de homens que

devem abandonar o grupo para que 98% das pessoas restantes sejam do sexo masculino.

[5] Abandono do grupo - Solucdo

1
O ntmero de mulheres é 200 - 100 = 2. Para que tal nimero represente 2% = 100% — 98% da

2
nova quantidade total de pessoas x, devemos ter 2 = x - 100’ ou seja, x = 100. Assim, devem

sair 198 — 98 = 100 pessoas do sexo masculino do grupo.

www.obmep.org.br
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[6] Angulos no tridangulo

No desenho abaixo, os pontos E e F pertencem aos lados AB e BD do triangulo AABD de
modo que AE = ACe CD =FD. Se ZABD =60°, determine a medida do angulo ZECF.

[6] Angulos no triangulo - Solucéo
Sejam 2a = LZEAC e 23 = ZFDC. Como os triangulos AEAC e AFDC sao isosceles, segue
que LZACE = ZAEC=90°-a e ZDCF = ZCFD =90°—-f. Consequentemente, ZECF = a+p.

Analisando agora a soma dos angulos do tridangulo AABD, temos 60° +2a + 2 = 180°, ou
seja, 60° = a + B. Como ja sabemos que ZECF = a + 8, entdao ZECF = 60°.

Solucgaoes do sistema

Encontre todas as solucoes, no conjunto dos niimeros reais positivos, do sistema de equacoes:

x(x+y+2z) = 26
y(x+y+z) = 27
zZx+y+z) = 28.

Solucaes do sistema — Solucgdo

Somando as trés equacgdes, obtemos (x+ y + z)?> = 81, ou seja, x+ y+z =9, pois queremos
solucdes positivas. Substituindo tal valor em cada equacao, temos: x =26/9, y =27/9=3¢
z=28/9. Assim, a tinica soluc¢do do sistema é (x, y, z) = (27/9,3,28/9).
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Areas entre circulos

a) No desenho abaixo, ABCD é um quadrado de lado 4cm e as regioes hachuradas foram
delimitadas por dois semicirculos de diametros AB e BC. Calcule a drea da regido hachu-
rada.

N

b) Dado o quadrado ABCD de lado 2. Sejam O o centro do quadrado e E e F os pontos
médios dos lados CD e AB. Se os segmentos FH e GE tém mesma medida e os arcos
FE,EH, HO, OG, FG sao semicircunferéncias, encontre a &rea sombreada.

A D

N

B C

Areas entre circulos — Solugdo

a) Tracando as diagonais AC e BD delimitamos quatro setores circulares com mesma 4rea.
A soma das dreas pontilhadas corresponde a drea tracejada contida no interior do trian-
gulo AABC. Assim, a drea tracejada inicial vale metade da drea do quadrado ABCD, ou
seja, 4-4/2 = 8cm?.

D
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b) Como FH = GE, temos HO = FO—- FH = OFE — GE = OG. Consequentemente o semicir-
culo de diametro HO possui a mesma drea do semicirculo de diametro OG. Além disso, a
drea entre os arcos FG e HO é igual a drea entre os arcos GO e EH. Dai, a drea procurada
corresponde a drea de um semicirculo de diémetrzo FE. Como o raio do semicirculo de

m-1 /8

didmetro FE mede 1, a &rea sombreada mede > =3

[9] Distribuindo os pontos entre os itens

O professor Carlao decidiu fazer uma questao de matemadtica que vale no total 10 pontos e
possui trés itens: a, b e c. Ap6s elaborar os itens, ele ficou na diavida sobre qual a melhor
maneira de distribuir os 10 pontos entre os itens de modo que cada um valha um nimero
inteiro positivo de pontos.

a) Joana, uma professora amiga de Carldo, sugeriu que o item c deveria valer o mesmo tanto
de pontos que a soma dos itens a e b pois, segundo ela, o item ¢ é mais dificil. Se Carlao
seguir a sugestao de Joana, de quantos modos diferentes ele pode distribuir os pontos?

b) Desconsiderando a sugestdo de Joana, ou seja, considerando que Carldo vai distribuir os
pontos de uma maneira qualquer, de quantos modos diferentes ele pode distribuir os 10
pontos da questdo entre os trés itens?

[9] Distribuindo os pontos entre os itens - Solugdo

a) Se Carlao seguir a sugestdo de Joana o item c valerd 5 pontos e os itens a e b devem somar
outros 5 pontos. Teremos entdo quatro divisoes possiveis de itens (a, b, ¢): (1,4,5), (2,3,5),
(3,2,5) e (4,1,5).
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b) Uma vez definidas as pontuacoes dos itens a e b, o item c valerda 10 — a — b pontos e,
portanto, bastard contarmos o niimero de maneiras de escolhermos a e b. Se os itens a e
b valem juntos n pontos, entdo teremos n— 1 possibilidades de pares de inteiros positivos
(a,b):
1,n-1),2,n-2),8,n-3),...,(n—1,1).

Como a soma a + b deve valer no maximo 9, quando ¢ € minimo e vale 1, e no minimo
1+1 =2 pontos, quando a e b sdo minimos, o total de maneiras de distribuirmos esses
pontos é

O-D+B-D+7-D+OG-D+GB-D+A-D+3B-D+2-1)
8+7+6+5+4+3+2+1
36.

Assim, Carlao pode distribuir os 10 pontos de 36 modos diferentes.

Eliminando radicais

Encontre dois inteiros positivos x e y tais que:

1-V2+V3 _ Vx+7
1+v2-v3 2

Eliminando radicais — Solucdo

1-vV2+vV3 V2 ~ —2+vV2+6
1+v2-v3 V2 2+v2-6

—24V2+V6 2V2+2+2V3
24216 2v2+2+2V3
—V2+(1+V3) V2+(1+V3)
V2+1)-v3 (V2+1)+V3
(1+v3)2-2

V2+1)2-3

V2+6

2

Portanto, x = 2 e y = 6 satisfazem ao enunciado.
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Observacio: E possivel mostrar que essas sdo as tinicas solugées inteiras. De fato, foi mostrado

que vX+ /¥ =v2+ 6. Assim,
WVxX+vP? = (V2+V6)?
X+y+2/xy = 8+4V3
2/Xy-4V3 = 8-x-y.

Se 2,/xy —4V/3 # 0, segue que:

2/x7)* - (4V3)?

2/xy+4V3 =
Y 2,/Xy-4V3
_ 4xy-—-48
- 8-—x-y

Consequentemente, subtraindo esse resultado da tltima igualdade encontrada, temos

(2y/XY +4V3) — (2y/xy —4V3)
8V/3.

(4xy—48

8—x—y)_(8_x_y)

4xy—48
8—x—-y
/Xy = V12. Basta agora resolver o sistema:

Isso é um absurdo, pois V3¢ Qe ( ) - (8—x-y) € Q. Portanto, 2,/Xy —4v3=0e

{\/E+\/7 = V2+V6
VT = V2

Elevando a primeira equacao ao quadrado e usando que /Xy = v/ 12, obtemos que x+ y = 8
el2=xy=x8-x) = 8x—x%. Asraizesde 12=8x—x?sdox=2e x =6. Logo, (x,y) = (2,6)
ou (6,2).

Desigualdade triangular

Jodo acaba de aprender a desigualdade triangular que diz que, em qualquer triangulo, um
lado é sempre menor que a soma dos outros dois e também é maior que a diferenga entre
eles.

a) O lado AC do triangulo ABC tem comprimento 3,8cm e o lado AB tem comprimento
0,6cm. Se o comprimento do lado BC é um inteiro, qual é o seu valor?
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b) Determine os valores de x e y na figura abaixo, sabendo que eles sdao numeros inteiros.

Desigualdade triangular - Solucao

a) O comprimento do lado BC deve ser menor que 3,8 + 0,6 = 4,4cm e maior que
3,8-0,6 =3,2cm. O lado BC corresponde ao Unico inteiro entre tais nimeros, ou seja,
BC =4cm.

b) Pela desigualdade triangular aplicada aos tridngulos ABDC e ABED, temos:

y < 3+4

x < 1+y
Consequentemente, x < 1+ 3 +4 = 8. Analisando o tridngulo FBE, temos x > 7 -2 = 5.
Portanto, como x é um numero inteiro, x = 6 ou x = 7. Analisando os tridngulos ABED

e ABCD, terfamos y >x—-1le y<3+4=7. Se x =7, teriamos 6 < y < 7, um absurdo.
Portanto, x=6ecomo5=6-1< y <7, devemos ter y =6.

Area do retangulo

No desenho abaixo, ABCD é um retangulo e os pontos P e Q pertencem a diagonal AC de
modo que AQ=PQ=PC=1e LAQD = ZBPC =90°. Encontre a area do retangulo ABCD.

D C
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Area do retdangulo - Solugéo
Pelas relacdes métricas no tridngulo retangulo, temos DQ? = AQ - QC = 2. Pelo Teorema de
Pitdgoras nos triangulos ADAQ e ADQC, temos:
AD? = DQ?*+ AQ?
= 2+1
= 3;
DC* = DQ*+QC?
= 2+4
= 6.

A 4rea do retangulo ABCD é AD-DC =+/3-v6=3v2.

Angulos em bicos

a) No desenho abaixo, onde AB é paralelo a CD, mostre que a soma dos angulos brancos
é igual a soma das medidas dos angulos cinzas. Tal resultado vale para qualquer quanti-
dade de “bicos” no desenho e o chamamos popularmente como Teorema dos Bicos.

C E D

b) Sabendo que AB é paralelo a CD, determine a medida do angulo x.
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Angulos em bicos — Solucdo

a) Por cada um dos vértices dos “bicos”, trace uma paralela ao segmento AB. Perceba que
vdrios pares de angulos alternos internos serdo formados como indica a figura abaixo.

Cada um dos angulos marcados possui exatamente um representante entre os angulos
brancos e cinzas. Assim, cada uma dessas somas das medidas de angulos vale
X1+ Xo+...+ Xg.

b) Pelo Teorema dos Bicos, aplicado a linha poligonal que passa por E, temos x = a + 0.
Aplicando-o novamente, agora a linha poligonal que passa por J, temos 180° —3x = 2a +
260. Assim, 180° —3x = 2x, ou seja, x = 36°.

Transportando liquidos em tambores

Considere dois tambores de capacidade suficientemente grande, um deles vazio e o outro
cheio de liquido.

a) Determine se é possivel colocar exatamente um litro do liquido do tambor cheio, no
vazio, usando dois baldes, um com capacidade de 5 litros e o outro com capacidade de 7
litros.

b) Determine se é possivel colocar exatamente um litro do liquido de um dos tambores no
outro usando dois baldes, um com capacidade de 2 — v/2 litros e o outro com capacidade
de /2 litros.

Transportando liquidos em tambores - Solugdo

a) Basta encher o tambor vazio com 15 litros (3 x 5 litros) usando trés vezes o balde de 5 litros
e, em seguida, retirar 14 litros (2 x 7 litros) usando o balde de 7 litros duas vezes. Dessa
forma, transportamos 3 x 5 -2 x 7 = 1 litro.
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b) A quantidade a que podemos transportar do tambor cheio para o vazio é da forma
k(2 —v/2) + 1(v/2) litros, onde k e [ sdo inteiros que indicam quantas vezes tiramos ou
colocamos liquidos usando cada um dos baldes. Se [ — k # 0, podemos escrever:

k2-vV2)+1V?2

a =
a-2k = V2(-k
a—2k

= 2.
I—k V2

Assim, o ntimero /2 seria o quociente de dois inteiros o que resultaria em um ntimero
racional. Sabemos que isso ndo pode acontecer porque v/2 é irracional. Falta analisarmos
o que acontece quando [ = k. A equacao se transforma em:

k2-V2)+1V?2
k2-vV2)+kv?2
= 2k.

a

Veja que 2k é par e assim ndo podemos levar um valor impar como a = 1. Em qual-
quer caso, ndo é possivel colocar exatamente 1 litro usando os baldes com as capacidades
dadas neste item.

As diagonais de Carlitos

Carlitos desenhou em uma folha de papel um poligono convexo de n lados, conforme a
figura abaixo, e tracou algumas de suas diagonais (que nao se cortavam), dividindo a regidao
interior do poligono em tridngulos. Esse tipo de divisdo é conhecido como triangulacdo. Em
cada vértice ele escreveu o numero de triangulos da triangulacao dos quais ele era membro.
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Uma semana depois, Carlitos nao se lembrava quais diagonais tinham sido tracadas e perce-
beu que um dos nimeros estava apagado. Sua professora de matemadtica explicou que ainda
assim seria possivel descobrir as diagonais apagadas e Carlitos comecou a buscar infor-
macgoes que pudessem ajuda-lo nessa tarefa.

a) Verifique que o numero de tridngulos em que o poligono foi dividido é sempre o mesmo,
ndo importando como ele tenha escolhido as diagonais.

b) Verifique que sempre um dos vértices terd o nimero 1 escrito.

¢) Usando o item anterior, descubra um método que pode ser usado por Carlitos para de-
senhar as diagonais que foram tragadas.

As diagonais de Carlitos — Solugao

a) Seja K o nimero de tridngulos. Os triangulos desenhados determinam uma divisdao dos
angulos internos do poligono. Portanto, a soma dos dngulos internos de todos esses trian-
gulos corresponde a soma dos angulos internos do poligono que vale 180°(n —2), ou seja,
180°-K =180°(n—2). Assim, K =n—2.

b) Dada qualquer triangulacdo, considere a diagonal AB que determina entre seus dois vér-
tices a menor cadeia de vértices AC,C;...CyB consecutivos do poligono. Se k > 1, entdo
alguma outra diagonal deve ser tracada entre os vértices do conjunto
{A,C1,Cy,...,Ck, B}, pois o poligono AC;C,...CyB também deve estar dividido em trian-
gulos. Isso geraria um absurdo, pois tal diagonal produziria uma cadeia menor de vér-
tices. Portanto, k =1 e AB faz o vértice C; ter o nimero 1.

Observacdo: E possivel mostrar que existem pelo menos dois vértices com o ntimero 1
escrito.

c) O primeiro passo é procurar algum vértice com o nimero 1. A partir dele, podemos con-
cluir que certamente existe uma diagonal entre seus dois vizinhos.

2 1 2-1=1

4-1=3
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Ap6s tragarmos tal diagonal, devemos desconsiderar o tridangulo formado e repetir o pro-
cesso no novo poligono com os nimeros de seus vértices atualizados. Se em qualquer
momento o nimero 1 ndo estiver escrito é porque ele deve ser o nimero desconhecido.
Como existe um namero finito de diagonais, ap6s um ntimero finito de repeticdes desse
processo, todas elas serdo tracadas.

Razdo entre segmentos

Na figura abaixo, ABCD é um retangulo e E é o ponto médio de AD. O segmento FG passa
pelo ponto médio M de CE. Determine a razdo entre os comprimentos de GM e MF.

Razdo entre segmentos — Solugao

Pelo ponto M, trace o segmento de reta PQ perpendicular aos lados AB e CD do retangulo
ABCD como mostra a figura abaixo. Como M é o ponto médio de CE, podemos concluir
que PM é base média relativa ao lado DE do tridangulo ECD. Assim, se DE = EA=x, PM =
DE/2 = x/2. Como E é ponto médio de DA, temos PQ = DA = 2x. Consequentemente,
MQ =2x—-PM = 3x/2. Os triangulos APMG e AMFQ sao semelhantes, pois possuem 0s
mesmos ﬁngulos. Portanto,

GM PM x/2 1

MF MQ 3x/2 3

x/2
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Previsoes astrologicas

Jodo trabalha vendendo pacotes de previsao astrologica. Para incrementar as vendas de suas
previsoes, ele oferece descontos caso pessoas de um mesmo signo queiram contratar seus
servicos. No Hor6scopo Grego, como existem exatamente 12 signos, portanto, em um grupo
de 13 pessoas, sempre duas delas terao o mesmo signo e poderdo se interessar pelo pacote
promocional.

a) Qual o nimero minimo de pessoas que um grupo deve possuir para ele ter certeza de que
existirdo pelo menos 3 pessoas de um mesmo signo do Horéscopo Grego?

b) No Horéscopo Chinés, também existem exatamente 12 signos. Se Jodo quiser ter certeza
de que, em determinado grupo de pessoas existirdo duas possuindo exatamente os mes-
mos signos, tanto no Horéscopo Grego quanto no Horéscopo Chinés, qual o nimero mi-
nimo de pessoas que tal grupo deve ter?

Previsoes astrologicas — Solugdo

a) O minimo é 25. Se em um grupo de 24 pessoas cada signo aparecer no méaximo duas
vezes, teremos no maximo 2-12 = 24 pessoas. Como 24 < 25, isso mostra que pelo menos
um dos signos deveré aparecer trés vezes. De fato, esse € o minimo onde tal propriedade
ocorre pois se considerarmos 24 pessoas divididas em 12 pares com o mesmo signo, a
propriedade do enunciado nao serd encontrada.

b) O ntimero minimo é 12-12+ 1 = 145. Veja que existem no maximo 12-12 = 144 pares
de combinacgdes possiveis entre signos Gregos e Chineses. Se escolhermos 145 pessoas
e as dividirmos de acordo com esses pares, pelo menos um deles deverd ser usado duas
vezes. Nao é possivel concluirmos isso com menos de 145, pois é possivel 144 pessoas
apresentarem todos os pares possiveis de combinacdes sem repeticoes.

Observacao: Os argumentos usados em ambos os itens sdo aplicagdes do Principio da Casa
dos Pombos. Veja o problema 11 do nivel 1 do Banco de 2014.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



112 OBMEP - Banco de Questoes 2015

Quadrado inclinado

Na figura abaixo, ZABF = ZFBC = 45° e ACDE é um quadrado. Se AB = 2/3-BC, determine

~ EF
darazao ——.
FD

Quadrado inclinado - Solucao

Pelos pontos E e D, as retas paralelas aos lados BC e AB do tridngulo AABC determinam,
juntamente com os prolongamentos desses lados, os pontos G, H e I, como indicado na
figura abaixo.

_n
N\

B VAR
C

Dado que ZABC = 90°, segue que GHIB é um retangulo. Como ZBAC + ZACB =90° e
ZACD =90°, segue que ZDCI = Z/BAC. Assim, o tridngulo ADCI possui os mesmos angu-
los do triangulo AABC e AC = CD. Pelo caso de congruéncia ALA, esses dois tridngulos sao
congruentes. Da mesma forma podemos mostrar que AABC = AGAE = AEHD. Conse-
quentemente GH =GE+ EH = AB+ BC = HD + DI e, portanto, GHIB é um quadrado. Isso
implica que ZGHB = ZBHI = 45°. Pelo Teorema da Bissetriz Interna aplicado ao tridngulo
AEHD, temos:

EF EH

FD HD
BC
AB
3

5"
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Arranjos de flores no quadrado

Um decorador distribuira flores em oito pontos ao redor de um arranjo quadrado de flores,
como indicado na figura abaixo. Ele quer fazer isso de modo tal que, em cadalado do arranjo,
as pessoas vejam sempre a mesma quantidade de flores. No exemplo abaixo, temos o total
de 11 flores e em cada um dos 4 lados do quadrado sdo vistas exatamente 4 delas.

a) Qual o nimero maximo de flores que podem ser usadas, considerando que em cada lado
do quadrado devem ser vistas exatamente 9 flores?

b) Qual o nimero minimo de flores que podem ser usadas, considerando que em cada lado
do quadrado devem ser vistas exatamente 12 flores?

g . e
1 2 3
&e8 4 ibg
7 § 5

G =

Arranjos de flores no quadrado - Solugdo

a) A soma das flores vistas nos lados é 4-9 = 36. Como as flores nos cantos sao vistas por
dois lados e as flores no meio dos lados sao vistas apenas uma vez, podemos escrever:

2C+ M =36,

onde C e M indicam as quantidades de flores nos cantos e no meio. Consequentemente,
C+ M =36—-C < 36 e seu valor serd no maximo 36, que ocorre quando C = 0. Assim, de-
vemos distribuir nas posicoes 2, 4, 6 e 8 exatamente 9 flores. Portanto, o nidmero méaximo
de flores é 36.

b) A soma das flores vistas nos lados agora é 4-12 = 48 e a equacgdo do item anterior se
transforma em 2C + M = 48. Consequentemente, 2(C + M) = 48 + M = 48. Para atingir tal
valor, como devemos ter M = 0, basta distribuir 6 flores em cada um dos quatro cantos 1,
3,5 e 7 do arranjo. Portanto, o nidmero minimo de flores é 24.
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Somando no tabuleiro de Xadrez

Um tabuleiro de Xadrez tem suas linhas e colunas numeradas conforme a figura a seguir. Em
cada casa é escrito o nimero que é a soma dos nimeros da linha e da coluna dessa casa. Por
exemplo, na casa que estd nalinha 4 e na coluna 5 € escrito o nimero 4 +5 = 9.

1 2 3 45 6 7 8

0 N N AW N

a) Qual a soma dos ntimeros escritos em todas as casas do tabuleiro?

b) Sejam Sp;erqs @ soma de todos 0s nimeros escritos nas casas pretas € Sprancas @ SOma de
todos os niimeros escritos em casas brancas. Quanto vale a diferenca Spyreras — Sprancas?

¢) Quanto vale Syreras?

Somando no tabuleiro de Xadrez — Solugdo

a) Veja que na linha 1 o nimero 1 é somado em cada uma das 8 casinhas, na linha 2 o
numero 2 também é somado oito vezes, e assim por diante. Desse modo, podemos con-
tabilizar a contribuicao das linhas por:

8-36

= 288.

8-(1+2+3+4+54+6+7+8)

O mesmo se passa com a contribuicdo das colunas, também totalizando 288. Concluimos
que a soma de todas as casas é 2-288 = 576.

b) Essa diferenca também pode ser feita analisando-se a contribuicao de cada linha e cada
coluna, mas nesse caso para cada casa preta devemos somar o seu nimero, enquanto
que para cada casa branca devemos subtrai-lo. Como cada linha e cada coluna possui
exatamente quatro casas pretas e quatro brancas, o nimero escrito em uma linha ou
coluna deve ser somado e subtraido 4 vezes, ou seja, contribui com 4 —4 = 0. Portanto,
concluimos que Syreras — Sprancas = 0.

¢) Juntando as duas informacdes dos itens a) e b), temos

{ Spretas"'sbmncas = 9576
Sprems_sbmncas = 0.

Somando as duas linhas, temos 2Sretas = 576, ou seja, Spreras = 288.
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Inteiros positivos espertinhos

Dizemos que um ntmero inteiro positivo n é espertinho se existirem niimeros inteiros posi-
tivos a, b, ¢ e d, ndo necessariamente distintos, tais que:

a’ - b?
n=——
c? + d?
Por exemplo, 12 é espertinho, pois:
1o 162 — 42
42422

Mostre que todos os nimeros inteiros positivos sdo espertinhos.

Inteiros positivos espertinhos — Solugdao
Podemos reescrever a equacgdo da seguinte forma:
a’ — b?

c2+d?
n(c>+d*> = (a+b)(a-Db).

n =

Se conseguirmos inteiros positivos tais que a+ b= ne a— b = c® + d?, teremos uma solugdo
para a equacao. Se € n par, basta fazermos ¢ = d = 1 e resolvermos o sistema

a+b = n
a-b = 2.

Somando e subtraindo as equag¢des, encontramos a solucao a = ”T” eb= ”7_2 Sen>2ae

b sdo inteiros positivos. Para ver que n = 2 também € espertinho, escrevemos

5232
2= —.
22422

Se n é impar, podemos usar o mesmo raciocinio tomando ¢ = 1 e d = 2. Dai, teremos c2+d® =
5e:

a+b = n

a-b = 5.
Novamente, somando e subtraindo as equacoes, encontramos a solucao a = ”T+5 eb= ”7_5
Se n > 5, a e b sdo inteiros positivos. Para ver que 1, 3 e 5 também sao espertinhos, escreve-
mos:

72 — 62
1 = ——,
32422
82 —52
3 = ——,
32422
92 42
5 = —.
32422
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Criancas dando voltas no lago

Dez criangas decidem correr ao redor de um lago circular com 200m de perimetro. No ini-
cio da corrida, as dez criancgas estdo paradas ocupando posicoes distintas e cada uma delas

correrd no sentido horério ou anti-hordrio, a depender de sua vontade, com velocidade de
200 . . . . . .
Tm/ min, onde k é um inteiro positivo. Mostre que depois de certo tempo, existird um ins-

tante em que todas as criancas estardao exatamente sobre as suas mesmas posicoes iniciais.

Criancas dando voltas no lago - Solucdo

Se uma crianca tem velocidade %m/min, entdo ela demorard k minutos para dar uma
volta completa no lago. Tendo isso em mente, se ki, ko, ..., k1o denotam os inteiros as-

sociados as velocidades das 10 criancas e M é um multiplo comum de todos eles, apés M
minutos a primeira crianca terd feito exatamente 2—’11 voltas e estara sobre sua posicao inicial.
Do mesmo modo, cada uma das outras criancas terd feito uma quantidade inteira de voltas
e estara sobre sua posicao inicial. Concluimos entdo que ap6s M minutos todas as criancas
estarao em suas posicoes iniciais.

Somando e multiplicando os niimeros das cinco criangas

Cinco criangas sentam-se ao redor de uma mesa circular. Cada crian¢a escolhe um ntimero
inteiro positivo e o relata para as outras. Em seguida, cada crianca faz a seguinte conta: soma
os numeros das duas criancas a sua esquerda, subtrai a soma dos nimeros das outras duas
criancgas a sua direita e multiplica essa diferenca pelo seu préprio nimero, chegando assim
ao seu resultado final.

Prove que a soma dos resultados finais de todas as criancas é um valor fixo que nao depende
dos ntimeros que as criancas escolheram inicialmente e, em seguida, determine esse valor.

Somando e multiplicando os niimeros das cinco criancas — Solugao

Vamos supor que os numeros em sentido hordrio sao a, b, c, d e e. Os valores obtidos como
resultados finais sao:

alle+d)—(b+c)) = ae+ad-ab-ac;
b((a+e)—(c+d)) = ba+be-bc-bd,
c(b+a)—(d+e) = cb+ca—cd-ce;
dl(c+b)—(e+a)) = dc+db-de—-da;
e(d+c)—(a+b) = ed+ec—ea—eb.
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Veja que cada produto de dois nimeros escolhidos inicialmente aparece uma vez com o
sinal + e uma vez com o sinal —, por exemplo, ae aparece positivo na primeira expressao e
negativo na ultima. Isso acontece, pois se um ntimero x tem y no lado esquerdo, aparecera
+xy em seu resultado final associado, enquanto que y tendo x do lado direito produzird —xy
também em seu resultado final associado. Sendo assim, a soma dos resultados é sempre
igual a zero.

Descobrindo os niimeros curiosos

Sejam a e b dois digitos diferentes de zero ndo necessariamente diferentes. O ntimero de
dois digitos ab é chamado de curioso, se ele for um divisor do nimero ba, que é formado
pela troca da ordem dos digitos de ab. Ache todos os nimeros curiosos.

Observacao: O traco sobre os numeros serve para distinguir o produto a- b do namero de
dois digitos ab.

Descobrindo os niimeros curiosos — Solugdo

O ntmero de dois digitos ab pode ser escrito como 10a + b, assim como ba = 10b + a. Se
10a + b é divisor de 10b + a, temos 10b + a = (10a + b)k, onde k é um inteiro menor ou igual
a9 ja que os dois nimeros possuem dois digitos. Segue que

10b+a = 10a+b)k
10b+a+10a+b = 10a+b)(k+1)
11(a+b) = @Q0a+b)(k+1).

Pela tltima equacgdo, o ntiimero (10a + b) (k + 1) deve ser multiplo de 11. Como k <9, temos
k+1 <10 e, consequentemente, k + 1 nao possui fator 11, implicando que 10a + b deve ser
multiplo de 11. Todos os ntimeros de dois digitos multiplos de 11 possuem digitos iguais e
isso nos permite concluir que necessariamente a = b. Quando a = b, ab=ba e, certamente,
um divide o outro. Portanto, o conjunto dos nimeros curiosos €é

{11,22,33,44,55,66,77,88,99}.
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Mudando de cor com fios mdgicos

Algumas lampadas de Natal sao arranjadas usando fios mdagicos. Cada lampada pode ser
da cor verde ou amarela. Cada fio estd ligado a duas lampadas e tem uma propriedade ma-
gica: quando alguém toca em um fio unindo duas lampadas, cada uma delas troca de cor
passando de verde para amarela ou de amarela para verde.

a) No arranjo a seguir, cada ponto representa uma lampada e os segmentos representam
os fios magicos. No comeco todas elas sdo amarelas. Qual o menor nimero de fios que
devemos tocar para que todas as lampadas se tornem verdes? Mostre um exemplo de
como fazer essa mudanc¢a com esse nimero minimo de fios.

b) Considere o arranjo da figura a seguir onde todas as lampadas estdo com a cor amarela.
Mostre que nao é possivel tocar em alguns fios mégicos e mudar a cor de todas as lam-
padas para o verde.

Mudando de cor com fios mdgicos — Solucdo

a) Cada fio que tocamos muda exatamente a cor de duas lampadas. Como existem 16 lam-
padas amarelas, devemos encostar em pelo menos 8 fios. A figura a seguir mostra um
exemplo de escolhas de fios que torna isso possivel:
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b) Veja que a configuracao dada no item b) possui exatamente 23 lampadas. Note que ao
encostar em um fio magico temos trés possibilidades de mudancas de lampadas:

i) Duas verdes podem virar duas amarelas.
ii) Duas amarelas podem virar duas verdes.

iii) Uma verde e uma amarela viram uma amarela e uma verde.
Assim, ou o nimero de lampadas verdes diminui 2, aumenta 2 ou permanece 0 mesmo.
Desse modo, se no inicio comecamos com 0 verdes, sempre teremos uma quantidade

par de lampadas verdes. Como 23 é impar, ndo é possivel chegar a tornar todas as 23
lampadas verdes.

Marcando casinhas do tabuleiro 8 por 8

E dado um tabuleiro 8 x 8.

a) Qual o numero minimo de casinhas que devemos marcar nesse tabuleiro, de modo que
cada um de seus subtabuleiros 3 x 3 possua pelo menos uma casinha marcada?

b) Qual o niimero minimo de casinhas que devemos marcar nesse tabuleiro, de modo que
cada um de seus subtabuleiros 3 x 3 possua pelo menos trés casinhas marcadas?

Marcando casinhas do tabuleiro 8 por 8 — Solucdo

a) Considere a figura a seguir.

Cada um dos quatro subtabuleiros 3 x 3 assinalados na figura deve ter pelo menos uma
casa marcada. Além disso, com as quatro casas marcadas na figura acima, temos a pro-
priedade desejada. Portanto, o minimo é 4.
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b) Considere a figura a seguir.

Veja que cada um dos seis pedacos 3 x 3 deve ter pelo menos trés casas marcadas. Veja
também que existem duas casas que podem ser contadas para dois pedacos. Com isso,
teremos no minimo 6 x 3 —2 = 16 casas marcadas. Observe ainda que com as 16 casas
marcadas na figura temos a propriedade desejada.

Jogando com dominés

Umberto e Doisberto jogam em um tabuleiro 3 x n colocando dominés sempre cobrindo
duas casas adjacentes (com lado em comum) do tabuleiro. Umberto faz a primeira jogada,
Doisberto faz a segunda e eles seguem jogando alternadamente. Perde o jogador que nao
conseguir jogar. Para cada um dos casos abaixo, diga quais dos jogadores pode bolar uma
estratégia e sempre garantir a vitoria independentemente de como o outro jogue.

a) n=3

b) n=4

Jogando com dominds - Solucgdo

a) Doisberto pode sempre garantir a vitoria. Basta ele realizar um movimento que complete
um quadrado 2 x 2 a partir do primeiro dominé de Umberto.

Veja na figura que sobram 5 casas. Independente da jogada de Umberto, na jogada seguinte
de Doisberto, o jogo acaba com a sua vitéria.
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b) Umberto pode sempre garantir a vitoéria. Basta ele jogar o primeiro domin6 nas duas
casas centrais do tabuleiro.

A partir dai, a cada jogada de Doisberto, Umberto deve jogar de forma simétrica em re-
lacdo ao centro do tabuleiro, ou seja, como se ele imitasse a jogada de Doisberto. Por
exemplo, se Doisberto colocar uma peca na horizontal comecando no canto superior es-
querdo, Umberto deve colocar outra peca também na horizontal comecando no canto in-
ferior direito. Desse modo, se Doisberto fizer uma jogada, certamente Umberto também
poderé fazer a sua. Depois de algumas jogadas, Doisberto ndo poderd jogar e perderd o
jogo.

Separando em conjuntos de mesmo produto

a) Mostre que nao é possivel separar os nimeros do conjunto A = {1,2,3,...,10} em dois
conjuntos em que o produto dos nameros em cada um deles é o mesmo.

b) Qual o menor namero de elementos que precisamos retirar do conjunto A de modo que
os elementos restantes possam ser divididos em dois conjuntos cujo produto de seus el-
ementos sejam iguais? Mostre que nameros devem ser retirados e como separar os dois
conjuntos.

Separando em conjuntos de mesmo produto - Solugao

a) Basta olharmos para o nimero 7. Como ele é o tinico nimero de A com fator 7, nao
é possivel dividi-los em dois com o mesmo produto de seus elementos, pois um desses
produtos seria multiplo de 7 e o outro nao.
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b) Retirando apenas o numero 7, mostraremos que € possivel fazer tal divisdo. Listemos as
fatoragdes dos outros numeros em primos:

Existem exatamente dois niimeros com fatores 5 e inevitalmente 5 e 10 devem estar em
conjuntos separados. Como existem quatro fatores 3, distribuidos em trés ntimeros, 9
deve ficar em um conjunto enquanto 3 e 6 devem ir para o outro. Finalmente, basta
dividir os oito fatores 2 restantes. Um exemplo seria

O]
C

{1,10,3,6,4} e
{5,9,2,8}.

Cada um dos conjuntos anteriores possui o produto dos elementos igual a 720.

Somando e subtraindo em um quadrado 3 por 3

E dado um quadrado 3 x3 com ntimeros escritos em cada casinha 1x 1. As jogadas permitidas
sdo escolher uma linha, uma coluna ou uma diagonal e somar ou subtrair 1 dos trés nimeros
que estiverem nela. Prove que ndo é possivel comecar com os nimeros na configuracio da
esquerda e chegar aos niimeros na configuracao da direita ap6s algumas operagoes.

0110 1101
110 0[1/0
0|1]0 1101

Somando e subtraindo em um quadrado 3 por 3 - Solucao

Seja S a soma de todos os niimeros nas casinhas do quadrado. Ao somarmos 1 em trés ca-
sinhas, trocamos S por S + 3 e, ao subtrairmos 1 em trés casinhas, trocamos S por S — 3.
Como estamos sempre somando ou subtraindo 3, o resto da soma de todos 0os nimeros na
divisdo por 3 ndo se altera. Na primeira configuracdo temos soma 4 e na segunda configu-
racdo temos soma 5. Como 4 e 5 ndo deixam o mesmo resto na divisao por 3, ndo é possivel
ir de uma configuracao para a outra.
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Retdngulos encaixados

Na figura abaixo, ABCD e EFGH sao retangulos de lados paralelos. Sabendo que AE = 10,
BF =20e DH =30, determine o comprimento do segmento CG.

Retangulos encaixados - Solugdo

Realizaremos duas transformacoes geométricas no desenho de modo a manter os compri-
mentos de AE, DH, GC e BF inalterados. Translademos! o trapézio AEF B para a direita
como indicado na figura abaixo até EF coincidir com HG. Em seguida, translade o tridngulo
AAHD, também como indicado abaixo, até que H coincida com G.

A D A D
FE H
""" H
1
1
1
F ¢ e
B C B C
A D
P €T
z w
Y
B C

Sejam P o novo ponto obtido pelo colapsode E, H, Ge F e x, y, z e w as suas distancias aos

Transladar um objeto significa mover todos os seus pontos em uma direcio fixa e por uma distancia fixa.
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lados do retangulo. Pelo Teorema de Pitdgoras, temos:

AE? = AP? = x*+7°
DH?>=PD?> = x*+uw?
GC*=PC* = y*+u?
BF*=PB* = Z*+y~

Portanto,

AE? + GC?

¥+ + 22+ w?
DH? + BF?
900 + 400.

Finalmente, GC = v/900 + 400 — 100 = 20v/3.

Pintando de preto e branco

Jodo conseguiu pintar de preto e branco os quadrados de um tabuleiro n x n de modo que
as intersecoes de quaisquer duas linhas e de quaisquer duas colunas nao eram constituidas
por quadrados com a mesma cor. Qual o valor méximo de n?

Pintando de preto e branco - Solugdo

Um exemplo com 7 = 4 é dado na figura abaixo:

Queremos mostrar agora que, se n = 5, nao é possivel existir tal pintura. Considere entao um
tabuleiro n x n com n = 5.

Analisando os quadrados da primeira linha, pelo menos trés deles serao de uma mesma cor.
Digamos que esta cor seja preta (se fosse branca ndo faria a menor diferenca para a nossa
andlise seguinte) e observemos agora as colunas A, B e C que contém esses trés quadrados
pretos. A segunda linha deve intersectar essas trés colunas em pelo menos dois quadrados
brancos, pois, caso contrério, teriamos quatro intersecoes pretas entre as duas primeiras li-
nhas e duas dessas trés colunas.

Suponha agora que as colunas que contém dois quadrados pretos na primeira linha e dois
brancos na segunda sejam as colunas A e B (se fossem A e C ou B e C a andlise seguinte
seria a mesma). A partir da terceira linha, como ndao podemos ter quadrados de mesma cor
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simultaneamente nas colunas A e B, as distribui¢oes de cores s6 podem ser as duas opcoes
seguintes: preto e branco ou branco e preto. Dai, dentre as linhas 3, 4 ou 5, duas delas
terdo exatamente a mesma distribuicao. Essas duas linhas com mesma distribuicdo de cores
intersectam a coluna C em dois quadrados, em que nenhum deles pode ser preto ou branco
e isso impede a existéncia da pintura satisfazendo as condi¢cdes do enunciado.

Formando figuras com tridngulos

Nesse problema, vamos aprender e utilizar o famoso Teorema do Bico, que tem esse nome
porque a figura formada parece realmente a cabeca e o bico de um pdssaro.

a) O Teorema do Bico diz que as distancias de um ponto exterior a uma circunferéncia aos
pontos onde suas tangentes tocam a circunferéncia sao iguais. Na figura a seguir, AP e
AQ sdo tangentes a circunferéncia. Mostre que AP = AQ.
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b) Considere o hexdgono da figura a seguir, no qual todos os lados tangenciam a circunfe-
réncia. Determine o valor do lado desconhecido x.

Observacao: Nao confunda com o Teorema dos Bicos do problema 13. Em ambos os casos,
trata-se do nome popular dos resultados mencionados.

Formando figuras com tridgngulos — Solucdo

a) Trace OA. Observe que os triangulos AOPA e AOQA sao congruentes pois sao triangulos
retangulos com a mesma hipotenusa e um dos catetos com a mesma medida. Desse
modo, AP = AQ.

b) Cada um dos lados € dividido pelo ponto de tangéncia em dois segmentos, conforme
a figura. Pelo item anterior, dois desses segmentos, que compartilham um vértice do
hexdgono em comum, sdo iguais. Dai,

6+5+10 (xg + x1) + (X2 + x3) + (X5 + Xg)

= (X1 +x2) + (X3 + Xx4) + (X5 + Xp)

= x+9+8.

Portanto, x =21-17 = 4.
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Cortando um bolo usando o compasso

Certo matematico adora pensar em problemas e cozinhar bolos. Ap6s cozinhar seus bolos,
ele os corta em pedagos iguais. As trés figuras a seguir mostram bolos circulares de mesmo
raio em que os dois primeiros foram cortados em 3 e 4 pedacos iguais, respectivamente. Ele
deseja cortar o terceiro bolo, mas a inica marcacao conhecida é o centro do bolo. Mostre que
usando um compasso e uma faca, de tamanhos suficientemente grandes, e os dois primeiros
bolos é possivel cortar o terceiro em 12 pedacos iguais.

Cortando um bolo usando o compasso - Solugao

O compasso servird para transportar distancias. O primeiro passo é marcar um ponto A de
referéncia na lateral do terceiro bolo. Usando os comprimentos de arcos do primeiro bolo
e 0 compasso, pode-se marcar um ponto C tal que o arco AC mega % do perimetro de sua
circunferéncia. Em seguida, usando o comprimento de arco do segundo bolo, deve-se mar-
car o ponto B no terceiro bolo tal que o arco AB meca i do perimetro de sua circunferéncia.
Veja a figura abaixo.

B

A fracdo do comprimento da circunferéncia que representa o arco BC é

1 1 4-3 1

57112 12
Usando o compasso podemos transportar a distancia BC ao longo do perimetro do bolo
11 vezes dividindo-o assim em 12 arcos iguais. Basta agora usar a faca e efetuar cortes que

comecem nos pontos marcados e terminem no centro do bolo.
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Quadrildteros com todos os lados iguais nao sdo congruentes

Um erro que muitos alunos cometem é pensar que dois quadrildteros sdo congruentes se
tiverem os seus respectivos lados iguais. Isso ndo é verdade. Nesse problema, veremos que
quadrildteros podem ter lados correspondentes iguais, mas dreas distintas.

a) Mostre que a maior drea possivel para um quadrildtero que possui dois lados de compri-
mento 3 e dois de comprimento 4 é 12.

b) Mostre que, nos quadrildteros em que isso acontece, a soma dos angulos opostos é 180°.

Quadrildteros com todos os lados iguais ndo sdo congruentes — Solucdo

a) Existem dois modos de montar o quadrildtero com pares de lados iguais: ou eles ficam
juntos ou ficam separados. Nos dois casos, o quadrildtero pode ser dividido em dois trian-
gulos que serdo congruentes pelo caso (L.L.L.). Veja a figura abaixo.

Na segunda figura logo abaixo, fixamos o lado de comprimento 4 e fazemos variar o lado
de comprimento 3.

Como a base de comprimento 4 esté fixa, a maior area possivel ocorrerd quando tiver-
mos a maior altura possivel a tal lado e isso ocorre quando o lado de comprimento 3 for
perpendicular a essa base. Qualquer altura diferente de 3 seria cateto de um tridngulo
retangulo de hipotenusa 3 e, consequentemente, menor que 3.

Portanto, a maior drea para cada tridngulo é (3-4)/2 = 6. Dado que existem dois de tais
triangulos em cada tipo de quadrildtero, a &rea maxima é 6 +6 = 12.
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b) Veja que a drea méaxima ocorre quando os tridngulos formados sdo retangulos. Assim, a
soma de angulos opostos retos € 90° + 90° = 180°. Como a soma dos angulos internos do
quadrilétero é 360°, os outros dois angulos também devem somar 180°.

Lados desconhecidos do hexdgono equidngulo

Um hexédgono é chamado equidngulo quando possui os seis angulos internos iguais. Con-
sidere o hexdgono equiangulo ABCDEF com lados 3, y, 5, 4, 1 e x, da figura a seguir. Deter-
mine os comprimentos x e y desconhecidos.

Lados desconhecidos do hexdgono equiangulo — Solugdo

Como um hexagono pode ser dividido em 4 triangulos por meio de suas diagonais, a soma de

seus angulos internos é 180°(6 — 2) = 720°. Dado que ele é equiangulo, cada um dos angulos

internos medira % = 120°. Sabendo disso, ao prolongarmos os lados formaremos, como

indicado abaixo, tridangulos equildteros menores externos a trés de seus lados e um triangulo
equildtero maior AXY Z que o contera.

Como os lados do tridngulo A XY Z sdo iguais, temos
3+y+5=5+4+1=1+x+3.

Logo, x=6ey=2.
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Formigas no retingulo

Trés formigas estdo posicionadas nos vértices de um retangulo. Uma formiga se movimenta
apenas quando as duas outras estao paradas e sempre em uma direcao paralela a reta de-
terminada pelas outras duas formigas. E possivel que apés algumas movimentacdes as trés
formigas fiquem posicionadas em trés dos pontos médios dos lados do retangulo?

Formigas no retangulo - Solucdo

Quando uma formiga se move da posicao C para a posi¢cao D, como ilustra o desenho abaixo,
a drea do triangulo formado por elas permanece a mesma, pois

h-AB
ApcB = — = AADB-
Nao é possivel que as trés formigas ocupem os pontos médios porque no inicio a drea do
triangulo formado por elas corresponde a metade da drea do retangulo original e a 4rea de
um triangulo formado pelos pontos médios corresponde a um quarto da 4rea do retangulo

original.
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Poligono no relégio

A partir do meio-dia, Jodo faz, a cada 80 minutos, uma marca na posi¢ao do ponteiro das
horas do seu relégio.

a) Depois de quanto tempo nao serd mais necessdrio fazer novas marcas no rel6gio?

b) Qual a soma dos dngulos internos do poligono formado pelas marcas?

Poligono no relogio — Solugdo

a) O ponteiro das horas concluird uma volta completa ap6s 12 -60 = 720 minutos e ao longo
dela nenhuma marca sera repetida. Como 720 é multiplo de 80, durante esse periodo sao

feitas exatamente =9 marcas no relégio e, além disso, os dois ponteiros voltam as

suas posig¢oes iniciais. Dai, como as préximas marcas serao repetidas, o tempo desejado
é 720 minutos.

b) A soma dos angulos internos de um poligono de 9 lados é 180° - (9 — 2) = 1260°.
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Um diametro que também é altura

No desenho abaixo, 0 AABC é um tridngulo equilatero e CD é tanto uma altura do triangulo
quanto um diametro do circulo. Se AB = 10cm, determine a 4rea sombreada.

C

Um didmetro que também é altura - Solucao

Como CD é diametro, o seu ponto médio H é o centro do circulo. Sejam I e J as outras
intersecoes da circunferéncia com os lados AC e BC.

Como ZICH = ZHCJ] =30° e IH = CH = H]J, segue que os triangulos ACHI e ACH]J sao
isésceles com angulo do vértice igual a 120°. Se [ é o raio do circulo, como a altura do trian-

10v/3 5v3
cm e consequentemente l = ——CIn.

gulo e o didametro do circulo coincidem, 2! =

Cada uma das regioes sombreadas corresponde a drea de um setor circular de 120° = 27/3
subtraida de um tridngulo isGsceles, ou seja,

@r/3)I? [?2sen120° al> V312
2 2 3 4
(47w —3v/3)1%

12

(47[—3\/5). 5V3 ?
12 2 |
100 -75vV3

= —Ccm-.
8

Como temos duas regioes iguais, a drea procurada é o dobro do valor encontrado, ou seja,

1007 -75V3
fcm .
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Cubo cortado

Francisco acaba de aprender em sua aula de geometria espacial a Relagdo de Euler para
poliedros convexos:
V+F=A+2.

Na equacdo acima, V, A e F representam o nimero de vértices, de arestas e de faces do
poliedro, respectivamente. Podemos verificar que a Relacao de Euler é valida no cubo abaixo,
pois existem 6 faces, 12 arestas, 8 vértices e

V+F=8+6=12+2=A+2.

Joao decidiu verificar a Relacao de Euler em outro poliedro obtido de um cubo de madeira.
Ele marcou os pontos médios de cada aresta e, em cada face, os uniu formando quadrados,
como mostra a figura abaixo. Em seguida, ele cortou as 8 piramides formadas em torno de
cada vértice, obtendo um novo poliedro. Determine:

a) o novo numero de vértices;
b) o novo nimero de arestas;

c) onovo numero de faces.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



134 OBMEP - Banco de Questoes 2015

Cubo cortado - Solugdo

a) Os vértices do novo poliedro sao exatamente os pontos médios das arestas do cubo origi-
nal. Como o cubo tem 12 arestas, o novo poliedro possui 12 vértices.

b) Cada aresta do novo poliedro é um lado de um dos quadrados formados nas faces. Como
o cubo possui 6 faces e cada uma delas possui os 4 lados de um dos quadrados, o total de
arestas procurado é 4-6 = 24.

c) Existem 8 faces triangulares que sdo as bases das piramides removidas e 6 faces quadradas
formadas nas faces do cubo original. Temos entao 8 + 6 = 14 faces.

Veja que a Relacdo de Euler é vdlida também para esse novo poliedro, pois

V+F=12+14=24+2=A+2.

A Tecla da calculadora

A calculadora cientifica de Jodo possui uma tecla especial que transforma qualquer nimero

x escrito na tela e que seja diferente de 1 no nimero

1-x
a) O que acontece se 0o nimero 2 estiver escrito na tela e apertarmos a tecla especial trés
vezes?

b) O que acontece se o niimero 2 estiver escrito na tela e apertarmos a tecla especial dez
vezes?

c) Finalmente, o que acontece se o nimero 2 estiver escrito na tela e apertarmos a tecla
especial 2015 vezes?

B Tecla da calculadora - Solugéo

a) Apo0s apertarmos a tecla trés vezes, obtemos:

19 1 9a 1 1 3a 1

2—)—:— — —

= — =2
1-2 1-(-1) 2 1-1/2

b) Em virtude do item anterior, a cada trés toques na tecla especial, tudo se passa como se o
numero 2 ndo tivesse sido alterado. Assim, apds a sexto e o nono uso da tecla especial, o
numero 2 ainda estard na tela. Finalmente, com o décimo uso da tecla especial, o trans-

1 . .
formaremos em T5° —1. Esse padrao de repeticao nao é particular ao nimero 2 como

mostra a sequéncia:
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¢) Como a cada trés usos da tecla especial o nimero 2 continuard na tela, sempre ap6s um
namero que é multiplo de 3 de usos de tal tecla ainda teremos o numero 2. Como 2013 é
multiplo de 3, basta analisarmos as duas tltimas apertadas:

2013, 2014° 1 _ g 205 11
1-2 1-(-1) 2

1
Portanto, restara o nimero 5 na tela.

Uma fatoragao esperta

a) José aprendeu um método para calcular produtos de dois nimeros de uma forma mais
rapida baseado na fatoracgao:

(n-Kk)(n+k) =n* -k
Para calcular 23-17, ele escolhe n =20, k =3 e calcula:
2317 = 20* - 3% =400 -9 = 391.
Determine, sem usar a calculadora, o valor de v/1001 - 1003 + 1.
b) Verifique que (n(n+3)+1)?>=nn+1)(n+2)(n+3)+1.

c¢) Determine, sem usar a calculadora, o valor de:

\/(2014) (2015)(2016)(2017) + 1.

Uma fatoracgao esperta — Solucao

a) Basta escolher n=1002 e k =1, pois

v1001-1003 +1

V10022 -12+1
V10022

1002.

b)

(n(n+3)+1* = n*(n+3)*+2n(n+3)+1
= nn+3)[nn+3)+2]+1
= n(n+3)[n®+3n+2]+1
= nn+3)[(n+DH)(n+2)]+1
= nn+n+2)(n+3)+1.
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c) Usando o item anterior e escolhendo n = 2014, temos

vV (2014-2017 + 1)2
2014-2017 +1.
4062239.

\/(2014) (2015)(2016)(2017) +1

B 7ermos esquecidos da PA.

Uma progressdo aritmética, costumeiramente chamada de P A., é uma sequéncia em que
cada termo, a partir do segundo, é igual a soma do termo anterior com um valor fixo r
chamado de diferenca comum ou razdo da progressao. Por exemplo, a sequéncia abaixo
é uma progressdo aritmética com termo inicial 3 e diferenca comum 4.

a :3,6l2 :7,6l3 = 11,6l4: 15,&5 = 19,6l6 :23,617 :27,618 :31,6l9 :35,...
Veja que estamos denotando o ntimero da posicdo i pelo simbolo a;.

a) Se o primeiro termo de uma progressao aritmética é 2 e sua diferenca comum € 3, qual é
o valor do quarto termo?

b) A professora de Jodo pediu que ele calculasse o décimo primeiro termo de uma pro-
gressao aritmética. Infelizmente ele esqueceu qual era o termo inicial e a diferenca co-
mum. As tnicas informacoes das quais ele lembrava eram:

207
553.

as+ a; + a

as+ag+a;+ag+dg+ ajg+ an

Quanto vale o décimo primeiro termo?

B Termos esquecidos da PA. - Solucdo

a) Sea; =2er =3, temos

a = a+3=5
a = a+3=8
a, = as+3=11.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



OBMEP - Banco de Questoes 2015 137

b) Sejam a; = d e r arazdo. Entao, temos:

a =d, a=d+r, az3=d+2r, as=d+3r, as=d-+4r, ag = d +5r,
a;=d+6r, ag=d+7r, ag=d+8r, ajn=d+9r, a;;=d+10r.

Portanto,
ata;+ayy = (d+3r)+(d+6r)+(d+9r)
217 = 3(d+6r).
as+ag+a;+ag+ag+ajpg+ay; = (d+4r)+(d+5r)+...+(d+10r)
553 = 7(d+T7r).
Consequentemente,
d+6r = 207/3=69,
d+7r = 553/7=79.

Resolvendo o sistema anterior, obtemos r =10 e d = 9. Assim, a;; =d + 10r = 109.

Magica com niimeros de 1 a 50

O madgico Magimatico chama trés pessoas da plateia: Ana, Beto e Caio, para ajudarem em
sua matemagica. Ele diz para cada um pensar em um nimero de 1 a 50, sem reveléd-lo ao
magico, e conta-lo para cada um dos outros dois participantes. Em seguida, cada um deles
deve simultaneamente trocar o seu niumero pela soma dos nimeros dos outros dois. Por ex-
emplo, Ana passa a ter a soma dos numeros de Beto e Caio. Magimatico pede entdo que eles
repitam esse processo mais uma vez. Ap6s concluir a segunda troca, ele pede que falem os
seus numeros. Ana responde 104, Beto 123 e Caio 137. Para a surpresa de todos, Magimatico
acerta os numeros iniciais escolhidos pelos trés. Quais foram os nimeros escolhidos incial-
mente?

Madgica com niimeros de 1 a 50 - Solucdo

Vamos chamar o nimero de Ana de A, o de Beto de B e o de Caio de C. Na primeira troca,
Ana passou a ter B+ C, Beto A+ C e Caio A+ B. Apo6s a segunda troca, Ana passou a ter
A+C+A+B=2A+B+C,Betopassouater A+2B+C e Caio passou ater A+ B+2C. A partir
das respostas finais que eles deram, sabemos que:

2A+B+C = 104
A+2B+C = 123
A+B+2C = 137.

Somando as trés equacoes, obtemos 4A+4B+4C = 104+123+137 = 364, ou seja, A+ B+C =
91. Subtraindo esse valor de cada uma das trés equacdes, obtém-se A=13, B=32e C = 46.
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B Formando triangulos obtusangulos

Dado um triangulo de lados a < b < ¢, pela lei dos cossenos temos:

a? + b? - c?

cosC =
2ab

Se o angulo C é obtuso, cosC < 0. Como 2ab é positivo, isso € 0 mesmo que a?+bh*-c%<o.
Portanto, para um tridngulo ser obtusangulo, o maior lado elevado ao quadrado é maior
que a soma dos quadrados dos outros dois lados. Além disso, pela desigualdade triangular,
sabemos que o maior lado € menor que a soma dos outros dois. Podemos resumir essas duas
informacgdes através das desigualdades

a’+b* < c? < (a+b)>.

Quantos triangulos obtusangulos podemos formar com lados inteiros positivos menores que
7?

Observacao: Considere que dois triangulos com os mesmos comprimentos de lado mas em
ordens diferentes representam o mesmo triangulo.

Bl Formando triangulos obtusangulos — Solucéo

Primeiro vamos assumir a mesma ordem de lados que o enunciado, ou seja, a < b < c. Divi-
damos o problema em casos a partir do valor de a. Para facilitar a anélise, lembre-se que os
sete primeiros quadrados perfeitos sao:

12=1, 22=4, 3?=9, 4*=16, 5°=25 6°=36 e 7°=49.
Em cada caso, substituiremos o valor de a na desigualdade do enunciado.

i) Se a=1, temos 1+ b? < ¢? < (b+1)%. Nesse caso, ndo teremos solucdes, pois a desigual-
dade anterior implica que b < ¢ < b+ 1 e ndo existe um inteiro em tal intervalo.

ii) Se a =2, temos 4 + b® < c® < (b+2)?. Nesse caso, teremos b < c< b+2,dai c = b+1.
Entdo, como ¢ < 7, as solugdes sao: (2,2,3), (2,3,4), (2,4,5) e (2,5,6).

iii) Se @ =3 temos 9 + b? < ¢? < (b + 3)2. Nesse caso, teremos h< c<b+3eentioc=b+1
ouc=b+2. Se b =3, teremos apenas ¢ =5 como solucao. Se b = 4, s6 teremos ¢ = 6.
Finalmente, se b = 5, teremos apenas ¢ = 6. Temos entao as solucoes: (3,3,5), (3,4,6) e
(3,5,6).

iv) Se a=4e b =4 s6 podemos completar com ¢ = 6 e a solucio é (4,4, 6) pois 5? < 4 + 42,
Se a=4e b =5 teremos a’+ b*> > c*>. O mesmo ocorre se a = 5 pois a® + b* = 52 +5% > 72,

Portanto, podemos formar apenas 8 triangulos obtusangulos.
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El poligonos tombados

a) O quadrado ABCD de lado 1cm é “tombado” em torno do ponto D conforme a figura
a seguir. Os tragos pontilhados indicam a area ocupada pelo quadrado durante o seu
movimento de tombamento. Qual a drea total ocupada pelo quadrado do inicio até o
final de seu tombamento?

-———

b) Assim, como no caso do quadrado do item anterior, um hexdgono regular ABCDEF de
lado 1cm é “tombado” em torno do ponto F conforme a figura a seguir. Qual a 4rea total
ocupada pelo hexdgono do inicio até o final do seu tombamento?
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B Poligonos tombados - Solucio

a) Veja que a figura formada pode ser dividida em dois tridangulos retangulos, AABD e ADB'C/,
e um setor circular DBB’ de abertura 90°.

_-——— -

s 50

1
1
1
1
1
1
N y 1
1
l
C

O raio do setor pode ser calculado usando-se o Teorema de Pitdgoras

R=BD=VBC2+CD2=v12+12=2.

Sua abertura de 90° equivale a i da drea de um circulo. Assim, a 4rea serd dada por

[BAD] + [B'DC'] + [BB] 1, % + ;} T (\/5)2

Il
[—
+
I
o
=!

b) Veja que a figura formada pode ser dividida em 6 triangulos equilédteros de lado 1 e um
setor circular de raio 2 e abertura 60°.

e ———— -
- =~ ~

A F e

Como a altura de um tridngulo equilatero de lado 1 é V/3/2, a sua érea é

Y3
2 _ V3

Um setor de 60° equivale a um sexto da drea de um circulo e assim a drea procurada é

V3 1 , 3V3 2m 9V3+4m
6 —+—-7-2°=—+—=——CcmMm~-.
4 6 2 3 6

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



OBMEP - Banco de Questoes 2015 141

Meninos e meninas na sorveteria Sorvete Matemdtico

Pedro decidiu levar todos os seus filhos, meninos e meninas, para tomar sorvete na sorve-
teria Sorvete Matemdtico. Na sorveteria, ha 12 sabores diferentes de sorvete e cada crianca
pediu um combo com 3 bolas de sorvete. Depois de sair da sorveteria, Pedro percebeu que,
no total, foram pedidas exatamente duas bolas de cada sabor disponivel na sorveteria.

a) Sabendo que Pedro ndo tomou sorvete, qual o numero total de seus filhos (meninas e
meninos)?

b) Pedro olhou com mais atencao os sabores que cada um pediu e notou que nenhum sabor
foi pedido por um menino e por uma menina, ou seja, se um menino escolheu um sabor,
nenhuma menina escolheu aquele mesmo sabor. Sabendo que pelo menos um de seus
filhos é menino e que ele possui mais filhas do que filhos, determine o niimero de suas
filhas.

Meninos e meninas na sorveteria Sorvete Matemdtico — Solucéo

a) Seja n o numero de filhos de Pedro. No total, foram pedidas 37 bolas de sorvete. Como
cada um dos 12 sabores foi pedido duas vezes, temos 3n =212, ou seja, n = 8. Portanto,
Pedro possui 8 filhos.

b) Sejam x o nimero de meninos e y o nimero de meninas. Pelo item anterior, sabemos que
x + y = 8. Como existe pelo menos um filho e h4 mais filhas do que filhos, sabemos que:
0 < x < y. Dado que nenhum sabor foi pedido simultaneamente por meninos e por meni-
nas, eles podem ser separados em sabores dos meninos e sabores das meninas. Entdo, 3x
é igual ao dobro do ntiimero de sabores dos meninos, pois foram pedidas exatamente
duas bolas de cada sabor e nenhuma menina pode pedir um dos sabores dos meni-
nos. Consequentemente, x é par. Do mesmo modo, y também é par. Como 0 < x < y
e x + y =8, podemos concluir que x =2 e y = 6. Dai, Pedro possui 6 filhas.
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Trapézio com diagonais perpendiculares

No desenho abaixo, ABCD é um trapézio e suas diagonais AC e BD sdo perpendiculares.
Além disso, BC=10e AD = 30.

a) Determine a razao entre os segmetos BE e ED.

b) Encontre o valor do comprimento dos segmentos EC, AE e ED em funcdo do compri-
mento de BE = x.

c) Se AE-EC =108, determine o valor de BE - ED.

Trapézio com diagonais perpendiculares — Solucdo

a) Como BE e AD sao paralelos, /ZEBC = ZEDA e /BCE = ZCAD. Consequentemente, 0S
triangulos ABEC e AEAD sao semelhantes e BE/ED = BC/AD =10/30 = 1/3. Analoga-
mente, podemos mostrar que EC/AE =1/3.

b) Pelo item anterior, sabemos que ED = 3BE = 3x. Usando o Teorema de Pitdgoras no
triangulo ABEC, temos EC? = BC?-BE%2=100-x2%¢, consequentemente EC = v 100 — x2.
Como EC/AE =1/3, segue que AE =3v'100 — x2.

c) Se AE-EC =108, tem-se

108 = 3v/100 — x2- /100 — x2 = 3(100 — x2).
Ou seja, x% = 64. Portanto,

Xx-3x
= 3x%
= 3-64=192.

BE-ED
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Somando os niimeros impares de 1000 a 2014

Uma técnica muito usada para calcular somatérios é a Soma Telescopica. Ela consiste em
“decompor” as parcelas de uma soma em partes que se cancelem. Por exemplo,

RS R

Com esta técnica, podemos achar uma forma de somar nimeros impares consecutivos. Ve-
jamos:

a) Contando os nimeros impares de um por um e comec¢ando pelo 1, verifique que o nimero
na posicdo m é igual a m? — (m —1)2.

b) Calcule a soma de todos os nimeros impares entre 1000 e 2014.

Somando os niimeros impares de 1000 a 2014 - Solucéio

a) Veja que o primeiro nimero impar € 2-1—1 e, sabendo que os nimeros impares crescem
de 2 em 2, podemos concluir que o nimero impar que estard na posicdao m em nossa
contagem é

2:1-1+2+2+...+2 2-1-1+2(m-1)
—_—

m—1 vezes

= 2m-—1.
Para verificar que ele coincide com o ntimero do item a), basta calcularmos

m?>—m-1%=m?>-m?-2m-1)=2m-1.
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b) Queremos somar os nimeros impares desde 1001 = 2-501 — 1 até 2013 = 2-1007 — 1.
Usando a expressao do item a), temos

1001 = 501%-500%
1003 = 5022-5012
1005 = 503%2-5022
2011 = 1006%-1005>
2013 = 10072 -10062.

Somando tudo, vemos que todos os ntimeros de 5012 até 10062 sdo cancelados. Assim, o
resultado é:

1001+ 1003 +...+2013 = 10072 —500°
= (1007 —500) (1007 + 500)
= 507-1507
= 764049.

Entdo a soma dos impares entre 1000 e 2014 é 763048.

Mdgica com dominds

O magico Magimdtico diz para uma pessoa da plateia escolher uma peca qualquer de um do-
min6 comum. Tal peca é formada por um par de nimeros de 0 a 6. Em seguida, ele diz para
a pessoa escolher um dos niimeros da peca e realizar a seguinte sequéncia de operagoes:

1. multiplicé-lo por 5;

2. somar o resultado anterior com 15;

3. multiplicar o tltimo resultado por 2 e, finalmente,

4. somar o ultimo resultado com o outro nimero da peca.

Realizadas tais operacoes, o resultado é divulgado e Magimatico impressiona a plateia dizendo
exatamente os nimeros escritos no dominé escolhido.

a) Sabendo que o resultado foi 62, como o mégico descobriu o niimero escolhido pelo mem-
bro da plateia?

b) Se o resultado tivesse sido n, como descobrir os nimeros da peca escolhida?
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Magica com dominds - Solugdo

a) Vamos revelar o segredo do mégico. Suponha que o par de nimeros escritos no domin6
é (x, y) e que o numero escolhido para a sequéncia de operacdes foi o x. Assim, as opera-
coOes realizadas pelo membro da plateia foram:

X—5x—5x+15—2(5x+15) —2(5x+15) +y.

O resultado divulgado é o namero 2(5x + 15) + y = 10x + y + 30. Como 30 + 10x termina
em 0, o digito das unidades do resultado e o de y sao iguais. Dado que y < 7 e o resultado
foi 62, entdo y =2 e 10x + 30 = 60. Ou seja, x = 3 e a peca escolhida foi a peca com os
nuameros (3,2).

b) Se o resultado divulgado foi n, teremos 10x + 30+ y = n. Entdo, como y <7 e 10x + 30
termina em 0, y € o digito das unidades de n e x é o digito das dezenas subtraido de 3.

Quantos digitos tem um niimero muito grande?

Quantos digitos possui o niimero 39?2 Bom, podemos dar uma resposta aproximada para
esta pergunta, sem usar a calculadora, simplesmente comparando-o com poténcias de 10.
Veja que 32 < 10 nos permite concluir que (32)%° = 319 < 1050, Entio, 3'% tem no méximo 50
digitos pois, 10°° é o primeiro niimero com 51 digitos. O ntimero 3'% tem de fato 48 digitos!
Agora é a sua vez. Seja N a quantidade de digitos do niimero 2!%°, determine um inteiro
positivo k tal que k < N < k+5.

Quantos digitos tem um niimero muito grande? — Solucdo

Veja que 23 = 8 é menor que 10, entdo
2100 9102 _ (93)34 _ 1034,

034 2100

Como 1 € o primeiro numero com 35 digitos,
disso, veja que 27 = 128 é maior que 100. Dai

possui no maximo 34 digitos. Além

2100 > 298 — (27)14 > (102)14 — 1028'

028 2100

Como 10°° é o menor numero com 29 digitos, possui pelo menos 29 digitos. Fica entdao
demonstrado que k = 29 satisfaz a condicdao dado que 29 < N < 34.
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O poderoso Raio Reflexivo

O her6i de um desenho animado enfrenta mais uma vez seu arqui-inimigo e precisa desferir
seu famoso golpe do Raio Reflexivo. No quadrado da figura abaixo, o raio deverd, partindo
de F ricochetear, exatamente uma vez nos lados CD, AD e AB, nesta ordem, antes de atingir
o inimigo na posicdo E. Sempre que o raio ricocheteia em um dos lados do quadrado, o
angulo de incidéncia é igual ao dngulo de saida como mostra a figura da direita. Sabendo
que BE = EF = FC = 2m e que o raio viaja a 1m/s, determine o tempo decorrido entre o
disparo do raio em F e sua chegada ao ponto E.

A D

O poderoso Raio Reflexivo — Solucdo

Se a parede onde o raio reflete fosse um espelho, a sua trajetéria também “apareceria” no
outro lado do espelho como uma continuacao em linha reta da trajetdria inicial. Assim,
apos refletirmos o quadrado trés vezes ao longo dos lados onde o raio incide, conseguire-
mos tracar uma trajetdria imagindria com o mesmo comprimento da trajetoria real. No de-
senho abaixo, o quadrado ABCD foi refletido incialmente com respeito ao lado DC e depois
seguido das reflexdes nos lados DJ e JO. A soma dos quatro segmentos que compdem a
trajetdria real coincide com o comprimento do segmento FW. Como OW = BE = EF, segue
que OE=FW.

Pelo Teorema de Pitdgoras no triangulo OME, temos:
OE? = OM* + EM* = 12% + 10° = 244

Portanto, OF = 2v/61m. Consequentemente, o raio levard 2v/61 segundos para atingir o alvo.
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O valor da expressdo

Sejam a e b nimeros reais positivos quaisquer. Determine o valor da expressao

(2o

b+16 '
\/a; +vab

O valor da expressdo — Solucdo

[ab
Seja x = % ++/8. Entio:

b
x* = a?+4\/ab+8

4(“b;16+vaz)

_ 4 \/ab+16+ 7

8

Assim, o valor da expressao procurada é

ab
V7 +ve x

b+16 x/2
\/a il +vab

8
= 2.
Produto de digitos
Observe a equacao:
(1+2+3+4)2 = (1+2+3+4)(1+2+3+4)

= 1-1+1-2+1-3+1-4+2-1+2-2+2-3+2-4+
+ 3-1+3-2+3-3+3-4+4-1+4-2+4-3+4-4.

Note que sdo formados 4 x 4 = 16 produtos ao calcularmos (1 + 2 + 3 + 4)?> usando a pro-
priedade distributiva.

a) Quantos produtos serdo formados ao calcularmos (1 +2 + 3 + 4)® também usando a pro-
priedade distributiva?

b) Qual a quantidade de niimeros de dois algarismos que usam apenas os digitos 1, 2, 3 e 4?2
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c)

Qual a soma dos produtos dos digitos de todos os nimeros com quatro algarismos for-
mados apenas pelos digitos 1, 2, 3 e 4?

Produto de digitos - Solugao

a)

b)

c)

Cada produto que aparece na soma final é uma expressao do tipo x- y-z onde x é um
numero vindo do primeiro parénteses, y ¢ um niumero vindo do segundo e z um nimero
vindo do terceiro. Como existem 4 opcoes possiveis para cada um desses nimeros, pelo
principio multiplicativo temos 4 - 4 - 4 = 64 tais produtos.

Tendo apenas 4 op¢oes de digitos, existem 4 opcoes de escolha para o digito das dezenas
e quatro opcoes de escolha para o digito das unidades. Assim, temos 4 -4 = 16 niimeros
de dois algarismos usando apenas os digitos 1, 2, 3 e 4.

Calculemos inicialmente a soma dos produtos dos digitos de todos os niimeros com dois
algarismos que usam apenas os quatro digitos dados. Pelo item anterior, existem 16 tais
numeros, a saber: 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44. A soma dos 16
produtos dos digitos é:

1-1+1-2+1-3+1-4+2-1+2-2+2-3+2-4 +
3-143-2+3-3+3-4+4-1+4-2+4-3+4-4 = (1+2+3+4)%

Isso nos motiva a analisar o ntimero (1 +2 + 3 +4)* = 10000. Veja que se aplicarmos a
propriedade de distributividade irdo aparecer 4-4-4 -4 = 256 produtos e cada um deles
coincide com o produto dos digitos dos nameros de quatro algarismos formados apenas
pelos digitos 1, 2, 3 e 4. Assim, o valor procurado é 10000.

Ponto médio lembra base média

a)

Na figura abaixo, AD = DC, AE = BD, ZAEC =90°. Determine o valor do angulo ZCBD.

A
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b) No tridngulo A ABC abaixo, BD é bissetriz do angulo ZABC, E é o ponto médio de AC e
ZADB =90°. Se AB =12cm e BC = 20cm, calcule o comprimento do segmento DE.

20cm

Ponto médio lembra base média — Solugdo

a) Pelo ponto D, trace o segmento perpendicular ao lado BC como indica a figura abaixo.
Como D é ponto médio de AC e DF || AE, podemos concluir que DF é base média do
triangulo AAEC com respeito a base AE. Portanto, se AE = 2x, entdo DF = AE/2 = x.
Dai, senZ/DBC = DF/BD = x/2x = 1/2. Consequentemente, Z/DBC = 30°.

A

b) Prolongue o segmento AD até ele intersectar o lado BC em F. Como BD é bissetriz de
ZABF, segue que os tridngulos AABD e ABDF possuem os mesmos angulos e um lado
em comum. Sendo assim, sdo congruentes e BF = AB = 12cm. Dai, FC = 8cm. Além
disso, como AD = DF e AE = EC, podemos concluir que DE é base média do triangulo
AAFC,ouseja, DE = FC/2 =4cm.

B
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Numeros bacanas

Um numero natural é bacana se a soma de todos os seus divisores positivos (incluindo 1 e
n) é maior ou igual ao dobro do namero. Por exemplo, 12 é bacana pois 1+2+3+4+6+12 =
28 =24 =2-12 enquanto que 4 ndo é bacana pois 1 +2+4 < 8 = 2-4. Demonstre que existem
infinitos numeros que sdo bacanas e infinitos niimeros que ndo sdo bacanas.

Niimeros bacanas - Solugdo

Veja que nenhum ntmero primo é bacana, pois se p € primo a soma dos seus divisores po-
sitivos é p+ 1 < 2p. Como existem infinitos nameros primos, segue que existem infinitos
numeros que nao sdo bacanas. Se p é um primo maior que 3, o numero n = 12p possui pelo
menos os seguintes divisores positivos distintos:

p+2p+3p+4p+6p+12p 28p
24p

2n.

\%

Assim, todo niimero da forma 12p com p primo maior que 3 é bacana. Novamente, como
existem infinitos niimeros primos, temos uma colecao infinita de nimeros bacanas.

Jogando com o resto na divisdo por 3

Arnaldo e Bernaldo decidem jogar um jogo que possui um nimero limitado de jogadas. Ar-
naldo escreve o namero 1 no quadro em sua primeira jogada. Em seguida, Bernaldo escreve
2 ou 4 no quadro. Depois disso, Arnaldo escreve 3 ou 9 no quadro. Os dois continuam jo-
gando alternadamente mantendo a regra de que na jogada n o jogador escreve n ou n? no
quadro. Arnaldo vence o jogo se, apés a ultima jogada, a soma dos nimeros no quadro for

divisivel por 3. Se a soma nao for divisivel por 3, entdo Bernaldo vence.

a) Suponha que o jogo acabe na jogada de niumero 15. Mostre que Bernaldo pode garantir a
vitoria.

b) Suponha que o jogo acabe na jogada de nimero 7. Nesse caso, qual dos dois jogadores
poderd sempre garantir a vitéria independentemente de como o seu adversério jogue?
Como ele devera jogar para vencer?
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Jogando com o resto na divisdo por 3 - Solucdo

a)

b)

Veja que 15 é divisivel por 3, entdo independente da ultima jogada, 15 ou 152, o resto na
divisdo por 3 ndo serd alterado. Vejamos a jogada de nimero 14. Veja que 14 deixa resto
2 na divisdo por 3 enquanto que 14% = 196 deixa resto 1 na divisdo por 3. Como 14 é par,
quem far4 tal jogada é Bernaldo. Ele pode garantir sua vitria da seguinte forma:

i) Se a soma dos 13 primeiros nimeros deixar resto 0 ou 2 por 3, Bernaldo deve jogar
14, tornando o resto 2 ou 1 (que é o resto de 2 +2 = 4).

ii) Se a soma dos 13 primeiros deixar resto 1, entdo Bernaldo deve usar 196 tornando o
resto total 2.

Logo, Bernaldo pode garantir sua vitéria em qualquer caso.

Observe que 7 e 7> = 49 deixam resto 1 na divisao por 3. Entdo a sétima jogada acrescen-
tara 1 ao resto da soma dos numeros anteriores da escolha. Estendendo esse raciocinio,
vemos que 1, 3, 4, 6 e 7 deixam 0s mesmos restos que seus quadrados na divisao por 3.
Assim, ndo importa o que seja feito nessas jogadas correspondentes a esses nimeros, elas
contribuirdo com os restos:

1+0+1+0+1=3.

Como a soma anterior deixa resto 0 por 3, as jogadas relevantes sdo as de namero 2 (que
pertence Bernaldo) e a de nimero 5 (que pertence a Arnaldo). Para Arnaldo garantir sua
vitdria, basta que ele jogue da seguinte forma:

i) Se Bernaldo jogar 2, Arnaldo deve jogar 25 totalizando 2 + 25 = 27 que deixa resto 0
por 3.

ii) Se Bernaldo jogar 4, Arnaldo deve jogar 5 totalizando 4 + 5 = 9 que deixa resto 0 por
3.

Desse modo, Arnaldo pode garantir sua vitéria em qualquer caso.

Teoremas de Quadraddgoras

Quadradégoras era um enorme admirador de Pitdgoras. Em suas investigacdes, ele desco-
briu dois teoremas sobre quadrilateros:

a)

b)

“Se um quadrilatero ABCD é tal que ZABC = ZADC = 90°, entdo AB?> — CD? = AD? —
BC?

“Se um quadrilatero ABCD é tal que ZACB = ZADC = 90°, entdo AB? = BC? + CD? +
AD?)

Prove esses resultados.

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



152 OBMEP - Banco de Questoes 2015

Teoremas de Quadraddgoras — Solugao

a) Como LABC = ZADC =90°, sabemos que os tridngulos AABC e AADC sao retangulos.
Pelo Teorema de Pitagoras, temos

AB*+BC* = AC?
AD*+CD* = AC%.
Portanto,
(AB* - CD?) - (AD* - BC?) = (AB®* + BC?*) — (AD* + CD*) = AC* - AC* =0
e, consequentemente AB? - CD? = AD? - BC2.

b) De LZACB = ZADC = 90°, sabemos que os triangulos AACB e AADC sao retangulos.
Usando o Teorema de Pitdgoras teremos
AC* = AD*+CD*
AB* = BC*+ AC*
= BC*+(AD*+CD%
= BC*+CD*+ AD?.

Niimero de divisores de um livre de quadrados

Seja n um niimero inteiro positivo. Se, para cada divisor primo p de 1, o ntimero p? nio di-
vide n, dizemos entdo que n é livre de quadrados. Mostre que todo numero livre de quadra-
dos tem uma quantidade de divisores que é igual a uma poténcia de 2.

Niimero de divisores de um livre de quadrados - Solugdo

Suponha que 7 é um nimero livre de quadrados e considere sua fatoracao em primos:

— 21 a2 493
n=p; -p, pk .

Como 7 é livre de quadrados, os expoentes a; sdo todos iguais a 1. Portanto,

n=py-pz2-... Pk-

Para contarmos os dividores de 7, basta contarmos quantos nimeros possuem ou ndo cada
um desses primos p;. Como temos duas possibilidades para cada um desses primos figurar
em um divisor, a saber, estar ou nao estar na fatoragao dele, pelo principio multiplicativo
temos

2-2--....2=2F

divisores.
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Quadrildteros de mesma drea néo séo congruentes

Na figura abaixo, os trapézios retangulos ABCD e AEFG, com BC || EF e CD || FG, possuem
a mesma area. Sabendo que BC =4, AD =7, CT =1e TD = 2, determine a medida do
segmento DG.

o "
-/ 1
A, b e

Quadrildteros de mesma drea ndo sdao congruentes — Solucdo

Trace a perpendicular por B ao lado DA, intersectando EF em Y e AD em X. Chamemos
DG de x e EY de y. Veja a figura abaixo:

B C
) L]
E B\ T F
y L L
2
A [ ]x [ 1o [ e
3 4 z

Os triangulos AEY B e AAXB possuem os mesmos angulos e, consequentemente sdo se-

melhantes. Desse modo, % = ﬁ e, por conseguinte y = 1.

Calculemos as areas dos trapézios dados:

CD-(BC+ AD)

2
3-4+7)

2
33

2

[ABCD] =

FG-(EF + AG)

2
2-(x+3)+x+7)

2

[AEFG]

2x+12.

Como [ABCD] = [AEFG],temos 33 =4x+24e DG =x=9/4.
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Produto de tangentes

a) Verifique que (1 + tgk)(1 + tg(45° —k)) = 2.

b) Dado que
A+tg1)(1+tg2%)-...-(1+tg45°) =2"

encontre n.

Produto de tangentes — Solugao

a)

sen (45° — k)

AN
cos(45° - k)
sen45°cosk—cos45°sen k

+
cos45°cos k + sen45°sen k

MCosk—MSenk+
V272 cosk + v/272 senk

cosk senk

cosk cosk
- cosk+senk+1

cosk cosk

1-tgk

1+tgk

2

1+tgk

tg(45° — k) + 1

1

Consequentemente, (tg(45° — k) + 1)(tgk+1) = 2.

b) O item anterior nos permite agrupar os primeiros 44 termos do produto dado, através de
pares da forma (tg(45° — k) + 1)(tgk + 1), em 22 produtos iguais a 2. Como 1 + tg45° = 2,
segue que 2" =223 e n = 23,
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Bissetrizes no quadrildtero

No quadrilatero ABCD, o lado AD é tal que AD = AB+ CD. Se P é o ponto de encontro das
bissetrizes de ZBAD e ZCDA, mostre que BP = PC.

C

Bissetrizes no quadrildtero - Solucdo

Considere um ponto E sobre o lado AD de modo que AE = AB. Consequentemente, ED =
AD—AE = AD—-AB = CD. Além disso, como AP e BP sao bissetrizes, temos ABAP = AAPE
e APED = APDC pelo caso de congruéncia (L.A.L.). Dai, de BP = PE e PE = PC, segue que
BP=PC.

Razdo entre segmentos e ponto médio

Sejam D um ponto no lado AB do tridangulo AABC e F a interse¢dao de CD e da mediana
AM. Se AF = AD, encontre arazao entre BD e FM.

C
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Razao entre segmentos e ponto médio - Solugao

Seja E o ponto de intersecdo da reta paralela ao lado AB, que passa pelo ponto M, com o
segmento CD. Como ME || AB, segue que ZMED = ZEDA. Além disso, como ZAFD =
ZEFM e o triangulo AAFD é is6sceles, podemos concluir que AEFM também é isésceles
com EM = FM. Dado que M é ponto médio de BC e EM || BD, o segmento EM é uma base
média do tridngulo ACDB. Assim,

BD BD _
FM EM

Segmentos perpendiculares

Na figura abaixo, ABCD é um quadrado e os pontos K, L e M estdo sobre os lados AB, BC e
CD de modo que AKLM é um triangulo is6sceles retangulo em L. Prove que AL e DK sdo
perpendiculares.
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Segmentos perpendiculares — Solucdo

Sejam /MLC =a e /BAL= . Como ZKLM = ZKBL = /ZLCM =90°, segue que ZKLB =
ZLMC =90° — a. Além disso, como KL = LM, os tridngulos retdngulos ALMC e ABLK sao
congruentes. De BL=CM e BK = LC, segue que

AK=AB-BK=BC-LC=BL.

Os triangulos AKAD e AABL s3o congruentes pois AK = BL, AB= AD e ZABL = ZKAD.
Consequentemente, ZADK = e ZLAD =90° - ZBAL =90° — 8. Como os angulos ZLAD e
/KD A sao complementares, segue finalmente que AL e KD sao perpendiculares.

Trocando niimeros usando MDC e MMC

Em uma lousa sdo escritos os 2014 inteiros positivos de 1 até 2014. A operac¢do permitida é
escolher dois nimeros a e b, apaga-los e escrever em seus lugares os numeros mdc(a, b) (Ma-
ximo Divisor Comum) e mmc(a, b)(Minimo Multiplo Comum). Essa operagdo pode ser feita
com quaisquer dois nimeros que estdo na lousa, incluindo os ntimeros que resultaram
de operacdes anteriores. Determine qual a maior quantidade de niimeros 1 que podemos
deixar na lousa.

Trocando niimeros usando MDC e MMC - Solucéo

A maior quantidade de niimeros 1 que podemos deixar é 1007. Primeiro vamos mostrar
como obté-los. Para isso, basta tomar os pares de numeros consecutivos, (1,2), (3,4), (5,6),
..., (2013,2014) e realizar a operacdao em cada par. Sabendo que ntimeros consecutivos nao
tém fator comum, cada um dos maximos divisores comuns sera 1.

Nao é possivel obter mais do que isso pois a quantidade de nimeros pares ndo se altera
no decorrer das operagdes. Isso ocorre pois, se operarmos com dois numeros pares, tere-
mos como resultado dois niimeros pares, se operarmos com dois nimeros impares teremos
como resultado dois niimeros impares e se operarmos com um numero par e um numero
impar obteremos também um ntmero par e um nimero impar. Comec¢amos com 1007 nu-
meros pares e sempre teremos 1007 nameros pares.
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Adiagonal de um retangulo

No desenho abaixo, ABCD é um retangulo e E é o pé da perpendicular tracada de A até a
diagonal BD. As distancias do ponto E aos lados DC, BC e AB sdo n, 1 e x, respectivamente.
Seja ainda d o comprimento da diagonal BD.

A D

a) Verifique que DE = x*V'1 + x2.

b) Verifique que n = x°.

¢) Verifique que d?/® — x*3 =1.

A diagonal de um retangulo - Solugdo

a) Seja y = DG. Pelo Teorema de Pitagoras no tridangulo ABEF, temos BE? = x? + 1. Pelas
relacoes métricas do tridngulo retangulo A AEB, temos

2

x* = y-1
=y
AE? = y(y+1)
= xz(x2+1).

Agora, pelas relacoes métricas no triangulo retangulo A ABD, temos
x*(1+x*) = AE*=BE-ED=V1+x%-ED,

ouseja, ED = x>V'1 + x2.

b) Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo AEDG, obtemos
n® = EG* = ED*-DG*=x*(1+ x*) — x* = 8.

Assim, n = x3.
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C)

d = BE+ED
= VIi+x2+x*V1+x2
= (1+xH%2

Dai, d*’® = 1+ x* =1+ n?’3 e o resultado segue.

Digitos repetidos

a)

b)

C)

d)

n

Usando que =111...111, verifique que:
——

n

111...111=222...222+(333...333)"
4028 2014 2014

Considere o numero de 4028 digitos

X=111...1112888...88896.
2013 2012

Calcule vX.

Mostre que o numero 444...444888...8889 é um quadrado perfeito.

~
n vezes (n—1) vezes

Mostre que o nimero
111...111-222...222
4028 2014

é um quadrado perfeito.

Digitos repetidos — Solugdo

a)

2

222...222+(333...333)°
2614 2614

102014 -1 102014 -1
2. +(3-
9 9

18(102014 — 1) . 9.10%028 _18.102014 + 9

81 81
9(104028 _ 1)

81
104028 -1

9
= 111...111.
S —

4028
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b)
X = 111...1112888...88896
2013 2012
= 111...111-10%°°®+2.10%°'* + 888...888 +8
—— —
2013 2014
102013 -1 102014 -1
= —5 -102015+2-102014+8-—9 +8
_10%9%6-10201°418-102°'* +8-10%"'* —8+9-8
B 9
_10%%2%+16-102M" + 64
B 9
102014 1 8)
N ( 3 )
Portanto,
10°0'* + 8
VX = ———
3
102014_1
= — 43
3
= 333...333+3
——
2014
= 333...3336.
——
2013
c)

444...444888...8889 444 ...444-10" +888...888 +1
\ ~ N ~ s —— —_——
n vezes (n—1) vezes n vezes n vezes

10" -1 10" -1

= 4 -10"+8 +1

4.10°"+4-10"+1
9

2-10"+1)?

=5

2-10"+1 B 6-10" -6
3 =
um quadrado perfeito.

Como

+1=666...666 +1 é um inteiro, segue que o nimero dado é
—_——

n vezes

WWw.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2015



OBMEP - Banco de Questoes 2015 161

d)
104028 -1 102014 -1

111...111-222...222

4028 vezes 2014 9 )
_ 104028 —2. 102014 +1
B 9
( 102014 _1 )2
= 3 .
102014 -1
Para finalizar, basta provar que —3 é inteiro e para isso veja que
102014 -1 102014 -1
——=3.——— =333...333.
3 9 —

2014

Radicais sucessivos

Encontre as solucoes da equacao

x+\/4x+\/16x+\/...+\/4”x+3:1+\/}.

Radicais sucessivos - Solucdio
Elevemos a equacao dada ao quadrado n vezes, obtendo

x+\/4x+\/16x+\/...+\/4”x+3

= 1+2Vx+x
\/4x+\/16x+\/...+\/4"x+3 = 1+2Vx
M+\/16x+\/...+\/4"x+3 = 1+4Vx+4x

\/16x+\/...+\/4”x+3 = 1+4vx

\/4"‘1x+\/m = 1+2"x
AR Vg +3 = 1+2"x+ 225
Vanx+3 = 1+2"/x
495 +3 = 142" /x4 2%
3 = 1+2"1/x

Portanto, /x =27", ou seja, x = 272",
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Valores possiveis das raizes

Na equacdo x2 + px+ q = 0, os coeficientes p e g podem assumir quaisquer valores do inter-
valo [—1, 1]. Quais sdo os possiveis valores das raizes de tal equacgao?

EHA Valores possiveis das raizes — Solucdo

-pEVP*-4q
2

deve ocorrer quando —p e +/p? —4q forem maximos. Como p?> —4g <1>-4(-1) =5e

—p =1, segue que

As raizes da equacao sao dadas por r =

. O valor maximo a de tal expressao

1++12-4(-1)
2
1+v5
>

De modo similar, podemos verificar que o valor minimo é —a. Se y é uma raiz de tal equacgao
e m é tal que |m| < 1, entdo z = my é uma raiz de X%+ pmx+ qm2 e os coeficientes ainda
estdo em [—1,1]. Consequentemente, todos os os nimeros do intervalo [—a, @] podem ser
raizes de tais equacdes e, como vimos no inicio, nenhum outro ntimero fora deste intervalo
pode sé-lo.

Impares que de 5 em 5 e 9 em 9 somam quadrados perfeitos

Os ntmeros que sdo inteiros positivos elevados ao quadrado sao chamados quadrados per-
feitos, por exemplo, 16 é um quadrado perfeito pois é igual a 4°. Um fato curioso é que
numeros que sao quadrados perfeitos deixam apenas restos 0 ou 1 na divisao por 4. Com
isso podemos provar, por exemplo, que 2014 ndao é um quadrado perfeito pois 2014 deixa
resto 2 na divisao por 4.

a) Sabendo que todo ntumero inteiro impar é da forma 2k + 1, mostre que os quadrados
perfeitos impares deixam resto 1 na divisdo por 8.

b) E possivel colocar 45 ntimeros inteiros impares em sequéncia de modo que a soma de
quaisquer 5 consecutivos e de quaisquer 9 consecutivos sejam quadrados perfeitos?

Impares que de 5 em 5 e 9 em 9 somam quadrados perfeitos - Solucio

a) Desenvolvamos o produto notavel relativo ao quadrado de um niimero impar (2k + 1):

k+1)? = 4k’+4k+1
4k(k+1) +1.

Como pelo menos um dentre k e k+ 1 é par, segue que k(k + 1) é par e que 4k(k+1) é
multiplo de 4-2 = 8. Consequentemente, 4k(k + 1) + 1 deixa resto 1 na divisdo por 8.
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b) Provaremos por contradi¢do que nao € possivel. Suponha que seja possivel encontrar tal
sequéncia de nimeros. Como a soma de 9 niimeros impares € impar, separando todos os
ntmeros da sequéncia em 5 grupos de 9 ntimeros consecutivos, podemos concluir que
a soma total é igual a soma de 5 quadrados perfeitos de niimeros impares. Assim, como
cada um deles deixa resto 1 na divisdo por 8, em virtude do item anterior, a soma total
deixaria o mesmo resto que

1+1+1+1+1=5

na divisdo por 8. A soma de 5 nimeros impares também é um niimero impar. Conse-
quentemente, separando a lista total em 9 grupos de cinco nimeros consecutivos, pode-
mos concluir que a soma total também € igual a soma de 9 quadrados perfeitos impares.
Assim, como cada um deles deixa resto 1 na divisao por 8, novamente em virtude do item
anterior, a soma total deixaria o mesmo resto que

1+1+1+1+1+1+1+1+1=9

na divisdo por 8. Ou seja, a soma total deixaria resto 1 na divisao por 8.

Obtemos uma contradicdo, pois a soma dos 45 nimeros estd deixando dois restos dife-
rentes, 1 e 5, na divisdo por 8 e isso mostra que nao é possivel existir tal sequéncia.

Soma de dois primos é miiltiplo de seis

Sejam p, g e r trés numeros primos maiores que 3. Sabe-se que o namero p + g +r também
é primo. Mostre que p+ ¢, p+r ou g+ r é um multiplo de 6.

Soma de dois primos é miiltiplo de seis — Solucdo

Primeiramente vejamos que, se um numero n é maior que 3 e deixa resto 0, 2, 3 ou 4 na
divisdo por 6, entdo esse niumero nao pode ser primo. Para isso, basta mostrar que o nimero
pode ser escrito como o produto de dois niimeros maiores que 1:

= 6m+0=2-3-m;

= 6m+2=2-3m+1);
= 6m+3=3-Cm+1);
= 6m+4=2-3m+2).

S S S S

Logo, numeros primos maiores que 3 deixam resto 1 ou 5 na divisao por 6. Apliquemos isso
aos numeros do enunciado. Como p + g + r também é primo, podemos concluir que os trés
ndo podem deixar todos restos iguais a 1 ou todos restos iguais a 5, pois isso faria com que
p + g + r fosse um multiplo de 3 maior que 3 e naturalmente ndo poderia ser primo. Entéo,
dentre os nimeros p, g e r, pelo menos um deixa resto 1 e pelo menos outro deixa resto 5 na
divisdo por 6. Somando-o0s, chegamos a um niimero multiplo de 6.
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Pontuacoes em um torneio de Xadrez

Em um torneio de xadrez, todos os jogadores enfrentaram todos os outros exatamente uma
vez. Em cada partida, o jogador ganha 1 ponto se vencer, 1/2 se empatar e 0 ponto se perder.
Ao final do torneio, um repdrter somou as pontuacoes de todos os jogadores e obteve 190
pontos. Nesse tipo de torneio, o vencedor é aquele que faz mais pontos.

a) Quantos jogadores participaram do torneio?

b) André participou do torneio e fez 9 pontos. Mostre que, mesmo sem saber as outras pon-
tuacoes, André ndo foi o vencedor do torneio.

Pontuacées em um torneio de Xadrez — Solucio

a) Seja J o numero de jogadores. Cada partida vale no total 1 ponto, seja 1+0 =1 ou
1/2+1/2 = 1. Entdo a pontuacao total é igual ao nimero de partidas. Como cada um
dos J jogadores enfrenta cada um dos outros J — 1 jogadores, poderiamos pensar que o
total de jogos seria J(J — 1) embates. Entretanto, cada partida acaba sendo contada duas

vezes e portanto o total de partidas é @ Usando o nuimero obtido pelo jornalista,
temos
-1
JUJ-1) ~ 190
2
JU-1) = 380
= 20-19.
Dai J =20.

b) Como no total foram 190 pontos para 20 competidores, a média de pontos é % =95

pontos. Como André estd abaixo da média de pontos e sempre existe um jogador que fez
pelo menos tantos pontos quanto a média, podemos concluir que ele nao foi o vencedor
do torneio.

Equacdo com radicais

Resolva em R a equacdo Vx2+9+ v x2 —6x+10=5.
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Equacado com radicais — Solucdo

Primeira Solucao: Podemos eliminar radicais elevando membros da equagdo abaixo ao
quadrado:

VX2+9+Vx2—6x+10 = 5
(Vx2-6x+10° = (5-Vx2+9)°
¥ -6x+10 = 25-10Vx2+9+x*>+9
10Vx2+9 = 6x+24
25(x*+9) = (3x+12)
25x%+225 = 9x%+72x+144
16x>-72x+81 = 0

(4x-97?% = 0.
, 9 . 9 | 3
Consequentemente, 4x —9 =0, ou seja x = 7 Para verificar que x = 1 é a solucdo, basta
escrever
81 81 9
Va2 +9+Vx2—6x+10 = {/—+9+1/——6-=+10
16 16 4
15 5
= — 4+ -
4 4

5.

Segunda Solucao: Considere no plano cartesiano os pontos F, D e E de coordenadas (x,0),
(0,3) e (3,—1), respectivamente.

E -

(37 71)
Podemos associar as distancias entre alguns pontos aos radicais dados:

DF x2+9
FE = Vx-32+12
= Vx2-6x+10
DE = V9+16
= 5.
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Pela desigualdade triangular,

DF +FE
DE

Va2 +9+V(x—3)2+12

v

Il
o

Com igualdade apenas quando D, F e E sdo colineares. Portando, o ponto F deve coincidir
com a intersecao G entre DE e o eixo Ox, ou seja, x =9/4.

Observacao: Um problema relacionado que admitiria a mesma abordagem por meio de
Geometria Analitica seria o:

Qual o menor valor da func¢do real

flx) = Va2 +x2+vV(b-x)?+c2,
onde a, b, ¢ sdo reais positivos?

Repetindo o argumento anterior, se E = (b,—c), D = (0,a) e F = (x,0), temos
f(x) = FE+ FD e, pela desigualdade triangular, f(x) = DE onde a igualdade ocorre apenas

. . ~ . , o a
se D, F e E sdo colineares. O ponto de intersecdo de DE e o eixo Ox é (T’ 0) e, portanto, o
a+c
ab
a+c’

minimo ocorre em x =

EXd Niimeros em sequéncia que se repetem

Uma propriedade interessante do niimero 2013 é que 3 € o ultimo digito da soma 2 +0 + 1.
Repetindo-se esse processo, isto €, escrevendo-se a direita o tltimo digito da soma dos trés
digitos anteriores, teremos uma sequéncia:

2,0,1,3,4,8,5,7...

a) Prove que comecando com a sequéncia 2,0, 1, nessa ordem, podemos também encontrar
os trés niameros consecutivos 1,2,2, nessa ordem.

b) Observe que se uma sequéncia de trés nliimeros consecutivos aparecer novamente na
mesma ordem, entdo toda a sequéncia se “repetird” sucessivamente. Por exemplo, a se-
quéncia abaixo nao é a sequéncia do enunciado, mas se repete a cada quatro nimeros

...124312431243...12431243...

Verifique que alguma sequéncia de trés digitos se repete na sequéncia do enunciado.
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¢) Suponha que na primeira aparicao de “a, b, ¢” na sequéncia, o nimero imediatamente

anterior seja x, e que na sua segunda aparicdo seja y, ou seja, na sequéncia iremos en-
contrar os nimeros na seguinte ordem:

..oXx,a,bc,...,y,a,b,c...

Mostre que x = y.

d) Dado que 1,2,2 apareceu na sequéncia, nessa ordem, mostre que eventualmente apare-

cerd novamente a sequéncia de digitos 2,0, 1, também nessa ordem.

Niimeros em sequéncia que se repetem — Solucdo

a)

b)

C)

d)

Basta continuarmos a escrever mais termos da sequéncia seguindo a regra do enunciado:

2,0,1,3,4,8,5,7,0,2,9,1,2,2,...

Veja que temos no maximo 10 valores possiveis para cada um dos trés nimeros a, b e c.
Portanto, existemm no maximo 10-10-10 = 1000 sequéncias distintas de trés nimeros. En-
tdo, se tomarmos os 1003 primeiros nimeros, teremos 1001 sequéncias de trés nimeros
consecutivos desde os trés primeiros até os trés tltimos deles. Como s6 existem 1000 se-
quéncias possiveis, alguma delas se repetird, ou seja, existem trés niimeros consecutivos
a, b, c que aparecem mais de uma vez na sequéncia.

Em virtude do aparecimento do digito ¢, x+ a+ b e y+ a+ b devem ser iguaisa ¢, 10+ ¢
ou 20 + c. Efetuando-se a subtracao x — y, podemos obter —20, —10, 0, 10 ou 20. Como x
e y sdo digitos, essa diferenca s6 podera assumir o valor 0 e, consequentemente x = y.

Pelo item b), sabemos que os nimeros se repetem em algum momento. Pelo item c),
vemos que se trés nimeros se repetem o digito imediatamente anterior a eles também
se repete e, por conseguinte, todos os anteriores correspondentes também se repetem.
Logo, a tripla de digitos 2,0, 1 ira se repetir. Como, pelo item a), partindo de 2,0, 1 chega-
seal,2,2, entdao quando 2,0, 1 se repetir, teremos “partido” de 1,2,2 e chegado a 2,0, 1.

2,0,1,3,4,8,5,7,0,2,9,1,2,2,..9,2,0,1,3,4,8,5,7,0...
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Somando e subtraindo niimeros de cobrinhas

A folha do caderno de desenho de Jodo é um enorme plano cartesiano quadriculado. Um
dos seus desenhos preferidos é a criacdo de cobrinhas cobrindo os lados dos quadradinhos
com sua caneta. Basicamente uma cobrinha é uma sequéncia de 2n pontos distintos Py, P»,
..., P2, escolhidos nos vértices dos quadradinhos dos tabuleiros de modo que pontos com
indices consecutivos estdao no lado de um mesmo quadradinho do tabuleiro. Por exemplo,
na figura abaixo, temos uma cobrinha unindo os seguintes pontos do plano cartesiano:

Pl = (070)) P2:(]-)0)) PSZ(]-)]-)} P4:(]-)2)7 P5:(2)2)y P6:(2)3)
P 3,3), Pg=(4,3), Py=(44), P1p=05,4), P11=(6,4), Pi2=(6,53).

Py Py Py

A Ps Py R

Py P

| P,

Pl PQ

Depois de desenhar cobrinhas no tabuleiro, Jodo gosta de calcular a soma das coordenadas
dos pontos de indices impares, isto é, dos pontos Py, Ps, ..., P2,,—1 , € subtrair desse nimero
o resultado da soma das coordenadas dos pontos de indices pares, isto é, dos pontos Py, Py,
P,
“ey ne

a) Para n = 3, ou seja, com 6 pontos, desenhe “cobrinhas” em que o resultado obtido por
Joaoseja—-1,-3,1e3.

b) Dependendo de n, quais os possiveis valores que Joao pode obter?

Observacdo: A “cobrinha” pode também conter pontos com coordenadas negativas, basta
u Y u ix ix i .
e ela “se mova” para a esquerda do eixo y ou para baixo do eixo x
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Somando e subtraindo niimeros de cobrinhas — Solucdo

a) A figura a seguir mostra como obter os valores —1, 1,3 e —3 para o caso n = 3.

Py

Py

P3 P 1

Py Py

P; P P

P Pl B B P::I P P B P P PR P P P K
+3 +1 -1 -3

b) Sejam S(P,) a soma das coordenadas do ponto P, e S o numero obtido por Jodo. Quere-
mos calcular os possiveis valores de S.

5]
Il

(S(P1) +S(P3) +...+S8(P2;-1)) = (S(P2) + S(P4) + ...+ S(P2))
(§(P1) = S(P2)) + (S(P3) = S(P4)) + ...+ (S(P2p-1) — S(P2n)).

Veja que cada diferenca (S(Py) — S(Py+1)) é igual a 1 ou —1 pois eles sao vértices de um
mesmo quadradinho da folha de caderno. Desse modo, S é adicao de n parcelas +1, ou
seja,

S=+1++1+...+1.

A soma méxima é n, quando todos os termos forem +1 e a minima é —n, quando todos
forem —1. Serd que S pode assumir qualquer valor entre n e —n? Note que se n é par,
S é a soma de uma quantidade par de parcelas impares e isso naturalmente produz um
numero par. Se n é impar, S é a soma de uma quantidade impar de parcelas impares e
isso naturalmente produz um ntimero impar. Portanto, S s6 pode assumir os valores que
diferem por um nimero par de 7, ou seja, valores do conjunto

A={-n—-n-2),...,.n-21,...,n-2,n},

O exemplo anterior nos fornece uma ideia de como mostrar que qualquer namero da
forma k = n—21 do conjunto A pode ser obtido.
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Desenhe uma “cobrinha” com comprimento n+k =2n-2[ no eixo y e com comprimento
n—k =2l no eixo x como indicado no desenho abaixo

Py

Py

PnAk'

Poikst Py =0 Pr1 P

n+k .
=n-1leosdoeixo xo

Os segmentos no eixo y dardo como contribuicao o nimero
n+k n-k
2

k.

n-—k
numero 5 = [. O resultado total é

Quadrado encostando na reta

a) Todo niimero real ao quadrado é maior ou igual a 0, sendo 0 apenas se o niumero elevado
ao quadrado for o préoprio 0. Consequentemente, para quaisquer nimeros reais a e b
temos (a — b)? = 0. Prove que

a’ + b?
2

com igualdade ocorrendo somente quando a = b.

>ab

b) Afigura a seguir mostra um quadrado de lado 1 com um vértice em comum com uma reta
horizontal. Considerando todas as posi¢des em que o quadrado “encosta” apenas um de
seus vértices na reta, qual a maior drea possivel do pentdgono ABCEF onde E e F sdo as
projecoes ortogonais dos vértices A e C na reta horizontal?
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Quadrado encostando na reta - Solugao

a) Desenvolvendo o produto notavel, temos

a®+ b?

(a-b?=00ad’>-2ab+b*=0o a’+b*=2ab < > ab.

Veja que aigualdade da tltima expressdo acontece apenas quando hd igualdade na primeira,
ou seja, quando a = b.

b) Considere a figura abaixo.

Seja /ZFAD = a. Como ZAFD = ZADC =90°, temos:
/ZFDA 90°— ZFAD =90° — a,
/CDE 180° - ZADF —90° = «a,
/DCE = 90°-ZCDE=90°-a.

Como os triangulos AFAD e AEDC possuem os mesmos angulos e um lado correspon-
dente de mesma medida, eles sdao congruentes pelo caso de congruéncia (A.L.A.). Sejam
a e b os comprimentos de seus catetos como indicado na figura. Assim, a drea do penté-
gono ABCEF é

[ABCEF] = [FAD]+ [EDC]+[ABCD] = 2-%b +1-1=ab+1.

Pelo Teorema de Pit4goras aplicado ao triangulo A AFD, sabemos que a? + b? = 1. Final-
mente, usando o resultado do item a), obtemos:

[ABCEF] ab+1

a® + b?
2
3

2
com igualdade apenas quando a = b. Portanto, a maior drea possivel do pentdgono
ABCEF é3/2.

+1

I\

)
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