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APRESENTACAO

Em sua décima edicdo, a OBMEP tem a satisfacdo de preparar, mais uma vez,
um Banco de Questdes com problemas e desafios de matematica para alunos e
professores. Este material pretende despertar o prazer pela matematica, esti-
mular o aluno interessado com perguntas instigantes e proporcionar um treina-
mento para as provas da OBMEP.

Os problemas apresentados este ano foram concebidos pelos professores Alex
Correa Abreu (UFF), Johel Beltran (PUCP), Jonathan Farfan (PUCP), Marcelo
Richard Hilario (UFMG) e Tertuliano Franco Santos Franco (UFBA). A eles o
nosso agradecimento.

Lembramos que todas as edi¢ées do Banco de Questoes, assim como as aposti-
las do Programa de Iniciacédo Cientifica da OBMEP estéao disponiveis em formato
eletronico na pagina www.obmep.org.br.

Se vocé, leitor, encontrar uma solucdo para algum problema diferente da
solucéo apresentada ao final do Banco de Questoes, nao deixe de manda-la para

o endereco bancodequestoes@obmep.org.br. Ela podera ser publicada na pagina
da OBMEP!

Boa diverséo,

Claudio Landim
Coordenador Geral da OBMEP
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PREFACIO

Querido leitor/leitora,

O Banco de Questoes deste ano da OBMEP — Olimpiada Brasileira de Mate-
matica das Escolas Publicas — segue o0 mesmo padrao do banco do ano passado.
Vem com noventa questoes, sendo trinta de cada nivel.

Para facilitar a busca de questoes em meio ao livro, ha um sumario no inicio, e
também um indice remissivo ao final com os nomes dos problemas e respectivas
paginas onde aparecem seus enunciados e solugoes. Além disso, as questdes do

Nivel 1 sdo numeradas como , @, @ etc. As questdes do Nivel 2 sdo nume-
radas como , @, @ etc. E as questdes do Nivel 3 sdo numeradas como ,

,E etc.
Aproveitamos para agradecer a colaboracao de todos os envolvidos neste pro-
jeto.

Bom proveito!

A. Abreu, J. Beltran, J. Farfan, M. Hilario e T. Franco
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“A duvida é o principio da sabedoria.”

Aristoteles

“Ndo importa. Tente novamente.
Erre novamente. Erre melhor.”

Samuel Beckett

“Coisas das quais nunca se duvidou
Jamais foram provadas.”

Denis Diderot






NIVEL 1 — ENUNCIADOS

Dentro ou fora?

a) O ponto preto abaixo esta dentro ou fora da regido delimitada pelo caminho
fechado?

b) No caso abaixo, como o desenho era muito grande, ndo foi possivel coloca-lo
inteiramente aqui. Mesmo assim, sabendo que o caminho é fechado e néo se
corta, é possivel dizer se o ponto esta dentro ou fora da regido delimitada pelo
caminho. Descubra se o ponto esta dentro ou fora da curva e justifique!
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14 Nivel 1 - Enunciados

2| Estacionamento complicado

Num certo estacionamento, os automoveis foram estacionados conforme mostra
a figura (de maneira bastante apertada!). O motorista do carro nimero 1 pede
educadamente para que os outros motoristas se movam para que ele possa sair
do estacionamento. Um carro se move por vez e, devido ao estreito espaco para
manobrar, cada carro se move apenas para frente ou para tras.

N

ImiE

2
=] D
DEE H Saida

Logo, para que o carro 1 possa sair, os carros foram movimentados na seguinte
ordem: 3-2-1, como se vé na sequéncia de desenhos abaixo:

H -

—>»
Saida [EE

D 5 Saida

a) Dada a situacéo de carros estacionados abaixo, descreva uma sequéncia de
seis movimentos de carros de tal forma que o carro 1 possa sair do estaciona-
mento.

= L
o (LIS

DB E - Saida

b) Existe alguma sequéncia com menos de seis movimentos para a solucédo do
item anterior? Argumente o porqué!
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Nivel 1 - Enunciados 15

¢) Descreva uma sequéncia de movimentos para que o carro 1 possa sair do esta-
cionamento, dada a situagao abaixo de carros estacionados.

LD

Saida

DSz

nEis

5

13| Dobraduras

a) Um quadrado de papel de lado 1 foi dobrado conforme mostra a figura abaixo.
Sabe-se que o comprimento do segmento que liga os pontos A e O é igual a 1/3.
Qual a area da parte da face superior do papel que continuou visivel? (Ou seja,
a parte em branco na figura abaixo a direita.)

A O D O A D
~—1—"
—>
B P C P B C

b) Um outro quadrado, este de lado 5, foi dobrado conforme a figura abaixo, sendo
o comprimento dos segmentos F'GG e HI iguais a 1. Apds a dobradura, qual é a
area da face superior do papel que continuou visivel?

F G F
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16 Nivel 1 - Enunciados

¢) Um terceiro quadrado, de lado 1, foi dobrado duas vezes como mostra a figura
abaixo. Qual o comprimento do segmento que liga os pontos M e N?

i

4| Engrenando

a) Na figura abaixo, sdo mostradas duas engrenagens encaixadas, uma engre-
nagem A com 6 dentes e outra engrenagem B com 8 dentes. Todos os dentes
tém o mesmo tamanho. Se a engrenagem A der 12 voltas, quantas voltas dara a
engrenagem B?

b) Considere 5 engrenagens encaixadas. A primeira tem 10 dentes, e esta encai-
xada com uma segunda engrenagem com 20 dentes, que por sua vez esta encai-
xada com uma terceira engrenagem que tem 40 dentes, que esta encaixada com
uma quarta engrenagem que tem 80 dentes, que por sua vez esta encaixada com
uma quinta engrenagem que tem 160 dentes. Quando a engrenagem maior der
uma volta, qual a soma de voltas que serdo dadas por todas as engrenagens?

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014



Nivel 1 - Enunciados 17

c) Considere trés engrenagens C, D e F, sendo que a engrenagem C esta en-
caixada na engrenagem D e a engrenagem D estd encaixada na engrenagem FE.
Cada uma delas tem uma certa quantidade de dentes, todos do mesmo tamanho.
Sabe-se que quando a engrenagem C' deu 160 voltas, a engrenagem D deu 1007
voltas, e a engrenagem £ deu 38 voltas. Qual o menor nimero total de dentes
das trés engrenagens somadas para que isso possa acontecer?

5| Qual a pintura?

Seis circulos, pintados de preto ou branco, estdo em fila. A cada passo, uma nova
linha de seis circulos é desenhada abaixo e em diagonal. Os novos circulos da
nova linha sdo pintados com uma certa regra simples, que s6 depende da linha
anterior. Veja a figura abaixo e descubra qual é essa regra!

| HON NORON _
900 00
OAON N N N _
OGN NONORON _
0 000
OGN NON NOR®

a) Como serdo pintados os circulos da sétima linha?

b) Em algum momento todos os circulos de uma mesma linha estarao pintados
de preto?

¢) Como estardo pintados os circulos da linha de nimero 2014?

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



18 Nivel 1 - Enunciados

6] Gata que salta

Uma gata anda sempre em saltos de comprimento 1 m. Inicialmente, esta gata
esta no ponto A da figura abaixo, que esta a uma distancia de 2 m do ponto O. Em
seguida, ela salta para o ponto B, distante 1 m do ponto A e tal que o segmento
AB é perpendicular ao segmento OA. Em seguida, a gata salta do ponto B para
o ponto C, distante 1 m do ponto B e tal que BC é perpendicular ao segmento
OB, e assim por diante.

2.\

@) A

a) Qual o comprimento do segmento O B?
b) Qual o comprimento do segmento OC?

c) Apoés 2014 saltos, a que distancia do ponto O estara a gata? Apds quantos
saltos ela estara a exatos 45 m do ponto O?

O ultimo algarismo

Chamamos de “dltimo algarismo de um niimero” como o algarismo mais a direi-
ta. Por exemplo, o dltimo algarismo de 2014 é o algarismo 4.

a) Qual o ultimo algarismo de 11'!?
b) Qual o tltimo algarismo de 9°? E qual o dltimo algarismo de 9219219?

¢) Qual o dltimo algarismo de 20142014?

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014
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Ora bolas

a) Tém-se 3 urnas inicialmente vazias. Escolhe-se uma delas ao acaso com igual
probabilidade (1/3 para cada). Em seguida, coloca-se uma bola dentro da urna
escolhida. Repete-se o processo até que uma mesma urna tenha duas bolas. Qual
a probabilidade de que quando o processo termine, a quantidade total de bolas
dentro de todas as urnas seja igual a 2?

b) Tém-se agora 2014 urnas inicialmente vazias. Repetindo o mesmo processo de
antes, qual a probabilidade de que no final haja exatamente 10 bolas dentro das
urnas?

9] Dobraduras e perimetros

Num triangulo de lados a, b e ¢, vale sempre que a soma de dois lados € maior do
que o terceiro lado. Por exemplo, no tridngulo abaixo, de lados a, b e ¢,

a

vale a desigualdade a < b+ c. Esta é a famosa Desigualdade Triangular.

a) Um retangulo de papel foi dobrado conforme mostra a figura abaixo. Mostre
que o perimetro (soma dos comprimentos dos lados) do poligono F BCDE obtido
é menor do que o perimetro do retangulo ABC D original.

A F B
E
D C

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



20 Nivel 1 - Enunciados

b) Um poligono de papel foi dobrado conforme a figura a seguir. Mostre que o
perimetro do poligono formado é menor do que o perimetro do poligono original.

<

=
<
N

Professora Lorena e os quadrados

™
S

A professora Lorena ensinou a seus alunos o seguinte produto notavel: para
quaisquer numeros reais a e b,

a* —b* = (a+b)(a—Db).

Por exemplo, 4> — 32 = 16 —9 = 7. Por outro lado, (4+3)(4—3) = 7x 1 = 7. Usando
este ensinamento da professora Lorena,

a) Calcule
1002 — 992 +98% — 972 + 962 — 952 4+ ... + 22 — 12,

b) Encontre dois nimeros inteiros maiores do que 1 cujo produto é 999.991.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014
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O minimo para ter certeza

Mirtes trabalha num setor com mais sete colegas, sendo portanto oito ao todo.
No dia 1° de janeiro, Mirtes comenta que neste ano dois dos funcionarios do setor
farao aniversario no mesmo dia da semana, pois ha sete dias em uma semana e
oito colegas.

a) Usando esta ideia de Mirtes, descubra qual é o nimero minimo de funcionarios
que o setor precisaria ter para garantir que duas pessoas tenham o mesmo signo.

b) Qual o nimero minimo de funcionarios que o setor precisaria ter para garantir
que pelo menos quatro deles fizessem aniversario no mesmo dia da semana neste
ano?

Triangulo dentro de triangulo

Dona Bete desenha um triangulo de lados 3, 4 e 5, como mostra a figura abaixo:

C

A 4 B

Em seguida, Dona Bete marca os pontos médios de cada lado e desenha um novo
tridangulo como mostra a figura abaixo.

C
B, A
A C, B

a) Calcule a area do triangulo A, B,C;.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



22 Nivel 1 - Enunciados

b) Seu Mauricio nota um interessante padrio e repete o processo, como mostra
a figura, sempre marcando e ligando os pontos médios de cada novo tridngulo.

C
O, Ay
B
' B;; A3
B
AN s ?
A Cy B

Calcule a area do triéngulo A20143201402014.

Araceli e Luana

Usando os algarismos distintos a, b e ¢, Araceli escreveu o nimero abc, e Luana
escreveu os numeros ab, bc e ca. Encontre os algarismos a, b e ¢, sabendo que a
soma dos nimeros escritos por Luana coincide com o niimero escrito por Araceli.

Triangulos no cubo

A figura seguinte mostra um cubo.

B C

A

E G
D H

a) Calcule o numero de tridngulos cujos trés vértices sdo vértices do cubo.

b) Quantos desses tridngulos néo estiao contidos em uma face do cubo?

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014
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Proporc¢ao de areas

Na figura, ABCD é um retangulo e F é um ponto sobre o segmento CD tal que
|CE| =2|DE|.

B C
E
A D

Se a drea do triAngulo BCE é 10 m?, calcule a area do retangulo ABCD.

A lista de Paul

Paul escreveu a lista dos 100 menores niimeros inteiros positivos maiores que 10
e que tém todos seus algarismos iguais a 9 com excecdo do ultimo (o algarismo
das unidades) que é igual a 7.

(a) Quantos algarismos 9 escreveu Paul na lista?

(b) Se S é a soma de todos os nimeros na lista, qual a soma dos algarismos de
S?

Os doze numeros de Pedro

Pedro tem um tabuleiro 6 x 2, contendo as duas casas mais a direita pintadas em
cinza como ilustrado abaixo:

Ele deve preencher todas as casas do seu tabuleiro com os nimeros de 1 a 12 de
modo que:

¢ em cada linha, os 6 numeros, lidos da esquerda para a direita, estejam em
ordem crescente; e

* em cada coluna, o nimero de cima seja menor que o namero de baixo.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



24 Nivel 1 - Enunciados

a) Mostre que a maior soma que Pedro pode conseguir nas casas pintadas é 23.
Mostre também como ele pode atingir essa soma.

b) Mostre que a menor soma que Pedro pode conseguir nas casas pintadas é 18.
Mostre também como ele pode atingir essa soma.

Quadrado dividido em retangulos

Na figura seguinte, o quadrado ABCD foi dividido em trés retdngulos de mesma
area.

M
B[4 C

A D

Se o comprimento do segmento BM é igual a 4, calcule a area do quadrado
ABCD.

Os sinais de Luis

Na expressao
x1 % 2% 3%x4xH*x6%7*x8%9x%10,

Luis substituiu cada simbolo * por um sinal + ou um sinal —, utilizando cinco
sinais de cada tipo. Ao calcular o valor da expresséao, o resultado obtido foi um
numero positivo N, de dois algarismos, que é multiplo de 7.

a) Mostre que N é menor que 25.
b) Mostre que N € igual a 21.

¢) Indique uma forma de designar os sinais + e — para obter o valor N = 21.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014
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Ajudemos o Pepi

Pepi deve colocar todos os numeros de 1 a 8 no seguinte tabuleiro de modo que a
soma dos dois nimeros colocados em cada coluna seja sempre o mesmo valor S.

a) Mostre a Pepi um modo de colocar os nimeros.
b) Convenca Pepi de que o tnico valor possivel para S é 9.

c¢) Calcule a quantidade de formas em que Pepi pode colocar os nimeros.

Quadrado dividido em triangulos

O quadrado ABCD é dividido em 6 triangulos retangulos isésceles como indica
a figura a seguir:

B C

A D

Se a area do triangulo pintado é 2, calcule a area do quadrado.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



26 Nivel 1 - Enunciados

22| As filhas de Francisco

Francisco tem 3 filhas: Alina, Valentina e Civela. Um fato curioso é que as trés
filhas nasceram no dia 18 de marco. Hoje, 18 de margo de 2014, é o aniversario
delas. Ao notar um outro fato curioso, Francisco diz:

— Alina, a sua idade é agora o dobro da idade de Valentina.

a) Mostre que isso nunca poderia ter acontecido antes e que, depois do préoximo
aniversario de Valentina, isso ndo acontecera nunca mais.

Em seguida, Alina, que era muito esperta, exclamou:
— Papai, ha exatamente 10 anos, a idade de uma de nés trés era o dobro da
idade de uma outra, e dentro de 10 anos, o mesmo fato acontecera novamente!

b) Sabe-se que a mais velha das filhas tem mais de 30 anos. Quantos anos Civela
tem?

23| Os adesivos de Ximena

Ximena deseja numerar as paginas de um caderno. Para isto, ela tem uma
grande quantidade de adesivos com os algarismos 0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9, mas
tem somente 100 adesivos com o algarismo 2. Determine até que pagina Ximena
pode numerar este caderno.

Construindo muros

Utilizando-se cubos de 1 m de aresta, sdo construidos muros conforme ilustrado
na figura abaixo:

2 pontas 3 pontas 4 pontas

Os muros da figura possuem 2, 3 e 4 pontas.
a) Calcule o nimero de cubos necessarios para construir um muro com 5 pontas.

b) Calcule o nimero de cubos necessarios para construir um muro com 2014 pon-
tas.

¢) Decide-se pintar a superficie do muro com 2014 pontas (sem pintar a base).
Calcule a area total pintada.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014
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25| Multiplicando niimeros grandes

Jodozinho escreveu uma multiplicacdo no quadro e, logo depois, Pedrinho substi-
tuiu os algarismos por simbolos e letras como mostrado a seguir:

* Kk K xx*xA
x A
BBBBBBBBB

A letra A representa o mesmo algarismo, ou seja, onde agora ela aparece,
antes estava o mesmo algarismo. O mesmo vale para a letra B. Por outro lado,
as estrelinhas x podem representar algarismos diferentes uns dos outros. Qual
foi a multiplicacdo que Jodozinho escreveu?

Completando o tabuleiro

Complete o tabuleiro abaixo com as letras A, B,C, D e F de modo que néo haja
letras iguais numa mesma linha, coluna ou diagonal.

A/B|C|D|FE

AlB|C

Observacao: Aqui, diagonal também refere-se as diagonais menores, ou seja,
sdo diagonais, por exemplo, as casas marcadas com estrelinhas a seguir

*

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



28 Nivel 1 - Enunciados

Agua na caixa

Maria encheu uma caixa em forma de paralelepipedo retangular com 160 ml de
agua e a apoiou em uma das suas faces, como na figura abaixo:

2 cm

agua

Maria, entdo, mediu a altura que a agua atingiu e obteve 2 cm. Depois, ela
repetiu o experimento apoiando a caixa em outras faces e obteve alturas de 4 cm
e 5 cm. Quais sao as dimensées (largura, altura e comprimento) da caixa?

Dinheiro alienigena

O dinheiro no planeta Zoltan vem em notas de 5 e 7.

a) Qual é a menor quantidade de dinheiro que vocé precisa dar para pagar um
pedaco de pizza que custa 1 recebendo integralmente o seu troco? (A pizzaria
tem notas de 5 e 7 em grande quantidade.) Por exemplo, dar uma nota de 7 néao
serve pois nao tem como receber 6 de troco.

b) Maquinas automaéticas em Zoltan aceitam apenas pagamentos exatos (ndo
dao troco). Liste todos os inteiros positivos que NAO podem ser usados como
precos nestas maquinas.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014
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Em quantos zeros termina?

a) Quantos zeros estdo no final do nimero A = 2° x 37 x 57 x 113?

b) Quantos zeros estdo no final do nimero B =1x2 x3 x4 x --- x 137?

Quadrados de Sofia

Sofia montou um retangulo usando varios quadrados de diferentes tamanhos
conforme mostra a figura a seguir:

Se os lados dos quadrados menores medem 1 cm, qual a area do retadngulo
formado?

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014






NIVEL 2 - ENUNCIADOS

Mantenha a soma

Amanda desenhou a seguinte figura:

Observe que a soma ao longo de qualquer lado do triAngulo acima é sempre a
mesma, pois, como podemos verificar,

14346 =6+2+2 =1+7+4+2.

a) Complete os nimeros que faltam nos circulos da figura abaixo de modo que as
somas ao longo de qualquer lado do quadrado sejam sempre as mesmas.

O—00—~0
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32 Nivel 2 - Enunciados

b) Encontre uma maneira de colocar os nimeros nos circulos de maneira que as
somas ao longo de qualquer linha sejam sempre as mesmas. Ha mais de uma
solucéo?

O—©—=0O

c¢) Na figura abaixo, que foi desenhada apenas parcialmente (por falta de es-
paco!), também vale que a soma ao longo de cada segmento é sempre a mesma.
Entretanto, Amanda apagou todos os nimeros exceto os dois nimeros mostra-
dos na figura (3 e 4). Sabe-se que h4 40 circulos no desenho. E possivel descobrir
quais numeros estavam nos circulos pintados de cinza claro e cinza escuro?

Movendo exatamente quatro fésforos, transforme a espiral abaixo em trés quadra-
dos de tamanhos distintos.

|Z| Mova os fosforos!

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014
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|§| Desigualdades e triangulos

a) Num triangulo de lados a, b e ¢, vale sempre que a soma de dois lados é maior
do que o terceiro lado. Por exemplo, no tridngulo a seguir, de lados «a, b e ¢,

a
vale a desigualdade a < b + ¢. Além disso, valem outras duas desigualdades.
Quais sao?

b) Na figura abaixo pode-se observar um retangulo cujo lado menor mede 3 e cujo
lado maior mede 8.

8

Suponha que a # b. Mostre que a + b > 10. Sugestéo: copie um retangulo igual
ao desenhado em cima dele!

¢) Em cada lado de um quadrado é escolhido um ponto. Em seguida, estes pontos
sao ligados formando um quadrilatero, conforme mostrado na figura abaixo:

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



34 Nivel 2 - Enunciados

Mostre que o perimetro deste quadrilatero (soma dos comprimentos dos lados) é
maior ou igual a duas vezes o comprimento da diagonal do quadrado.

Sugestao: desenhe varios quadrados iguais ao quadrado dado!

[4] Niimeros invertidos

O numero 1089 tem uma propriedade interessante. Quando fazemos a multipli-
cacdo deste numero por 9, como é mostrado a seguir,

1 0 8 9
9
9 8 0 1

obtemos o nimero 9801 que é o nimero 1089 com os seus algarismos escritos da
esquerda para direita!

a) Encontre um nimero de cinco algarismos ABCDFE tal que sua multiplicacéo
por 9 seja igual ao nimero que tem os digitos de ABC DFE escritos da direita para
a esquerda, ou seja,

A B C D FE
X 9
EFE D C B A

b) Encontre todos os nimeros de sete algarismos cuja multiplicacdo por 9, como
anteriormente, inverte a posig¢do de seus algarismos.

[5] Ponto e linha sobre plano

O grande pintor Kandinskemilio desenhou os seguintes pontos no papel.

a) Sem levantar o lapis do papel, desenhe quatro linhas retas que passem por
todos os nove pontos da figura desenhada por Kandinskemilio.
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b) Prove que néao é possivel fazer o mesmo, descrito no item anterior, com apenas
trés linhas retas.

¢) Sem levantar o lapis do papel, desenhe seis linhas retas que passem por todos
os dezesseis pontos da figura abaixo.

@ Jussara gosta de fazer copias reduzidas

A professora Jussara gosta de fazer cépias reduzidas. Ela comeca desenhando o
triangulo retangulo ABC' abaixo:

B

A 2 C

Em seguida, a professora Jussara traca um segmento AP, de forma que AP, seja
perpendicular a BC, conforme mostra a figura abaixo.

B

P

A 7 C

Jussara afirma entéo que o tridngulo AP, C é semelhante ao tridngulo ABC (ou
seja, tem angulos correspondentes iguais).
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a) Mostre que a professora Jussara esta certa!
b) Calcule o comprimento do segmento AP;.
c¢) Calcule a razao entre a area do tridngulo ABC' e a area do tridngulo AP, C.

d) A professora Jussara repete o processo, agora tracando um segmento PP
perpendicular ao lado AC, conforme a figura abaixo.

B
o Pl
3

Qual a razao entre as areas dos triangulos P,P,C e AP,C?

e) A professora Jussara repete o processo mais duas vezes, conforme mostra a
figura abaixo.

B
.Pl
3 Q
NE
A P, P,Ps ©

Qual a area do triangulo P;P;C?
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Maior ou menor?

Qual nimero é maior, 2 ou 32°°? Bem, calcular explicitamente tais nimeros é
algo bem dificil, mesmo com a ajuda de uma calculadora ou de um computador.
Entretanto, podemos descobrir sem calcula-los explicitamente! Observe:

9300 _ 93100 _ (23> o 8100
e observe também que
3200 _ 32100 _ <32> 0o 100

Como 8% < 9190 concluimos que 23%° < 3200,
a) Qual nimero é maior, 2%° ou 3% ?

b) Qual ntimero é maior, 31! ou 174 ?

Dr¢. Maria Amélia viaja

a) A doutora Maria Amélia viaja para atender seus pacientes. Em seu primeiro
dia de trabalho, ela tem que atender pacientes nas cidades Anapolis, Beapolis,
Ceapolis, Deapolis e Enapolis. As cidades séo ligadas por estradas, como mostra
a figura abaixo. Para atender os pacientes mais rapidamente, a doutora Maria
Amélia precisa passar por cada cidade exatamente uma vez, e no fim voltar para
a cidade de onde comecgou o percurso. A doutora comeca em Anapolis. Mostre
como ela pode fazer isso!

Anapolis Beapolis

Enapolis

Deapolis Ceapolis
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b) A doutora Maria Amélia precisa fazer o mesmo, mas agora uma estrada foi
interditada para manutencdo. Mostre que a doutora ainda pode fazer o percurso
descrito anteriormente passando apenas uma vez por cada cidade e retornando
para a cidade de partida, Anapolis.

Anapolis Beapolis

Enapolis

Deapolis @ Ceapolis

¢) Com o crescimento populacional, surgiram novas cidades, Efeapolis, Geapo-
lis, Agapolis e Iapolis, como mostrado abaixo. As estradas que estavam em
manutencédo voltaram a ser transitaveis. Mostre que neste caso nao ha solucgéo
para o problema, ou seja, ndo ha como a doutora sair de Anapolis, passar por
cada uma das outras cidades exatamente uma vez, e entdo voltar para Anapolis.

lapolis

Anapolis @

Beapolis

Efeapolis@ Enapolis @ Agapolis

Deapolis Ceapolis

Geapolis

@ Quadrados e mais quadrados

a) Na figura abaixo, ha trés quadrados de lados 9, 6 e . Determine o valor de z.

9 §) X
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b) Marcelo continua o desenho anterior e desenha mais alguns quadrados (mui-
tos!). Como estes ficaram muitos pequenos, nao é possivel vé-los, mas mostramos
alguns na figura abaixo. Qual o comprimento do lado do 2014% quadrado, con-
tando da esquerda para a direita?

Divisdo na medida

Renato tem trinta melancias, Leandro tem dezoito melancias e Marcelo tem
vinte e quatro jacas. Ao contrario de Leandro e Renato, Marcelo nao gosta de
jaca. Por outro lado, os trés gostam de melancia. Os trés fazem entdo um acordo:
Marcelo da as suas vinte e quatro jacas para Leandro e Renato, e as melancias
de Leandro e Renato sdo divididas igualmente entre os trés, ou seja, dezesseis
para cada. Qual é a divisao justa de jacas entre Renato e Leandro?

Comissoes

Em uma sala de aula ha uma turma de dez alunos. Precisa-se escolher uma
comisséao de trés alunos para representar esta turma, sendo a comissao composta
por: um porta-voz, um diretor de artes e um assessor técnico. Nenhum aluno
pode acumular cargos.

a) De quantas maneiras esta comissao pode ser formada?

b) Quantas comissoes diferentes podem ser formadas com os alunos Leandro,
Renato e Marcelo?

¢) Considere agora comissoes sem cargos especificos. Use os itens a) e b) ante-
riores para descobrir quantas comissdes sem cargos especificos podem ser for-
madas.
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Lunulas

a) Leandro desenha uma Linula de Hipécrates como mostrado na figura a seguir:

C

[+]
B A

Nesta figura, o tridngulo ABC é retangulo e isésceles. A lanula é a regido em
forma de lua crescente interna a uma semicircunferéncia e externa a outra semi-
circunferéncia, como mostra a figura. A primeira tem raio igual ao comprimento
do cateto AB e a segunda tem raio igual a metade do comprimento da hipotenusa
BC. Mostre que a area da Lunula de Hipdcrates desenhada por Leandro é igual
a area do tridngulo retangulo ABC.

b) Inspirado pelo desenho de Leandro, Renato decide desenhar as Lunulas de
Alhazen, conforme mostrado na figura abaixo:

B C

Nessa figura, as lunulas sdo as regidoes em forma de lua crescente. Um trian-
gulo retangulo ABC e trés semicircunferéncias sao utilizadas para obter essas
regioes. O comprimento do raio da maior das semicircunferéncias é igual a
metade do comprimento da hipotenusa, enquanto que as duas menores tém raio
igual a metade do comprimento do cateto correspondente. Mostre que a soma
das areas das duas linulas desenhadas por Renato é igual a area do tridngulo
ABC.
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A soma de Vladimir

Vladimir escolheu trés algarismos a, b e ¢ tais que a > b > ¢ > 0 e com eles
formou os numeros abc, cba e cab. Note que abc nao é o produto de a, b e ¢, mas
sim o nimero de algarismos a, b e c. Por exemplo, se a =1, b =2 e ¢ = 3, abc sera
o0 numero 123.

Depois de escolher estes trés algarimos a, b e ¢, Vladimir percebeu que um
dos numeros formados era igual a soma dos outros dois. Encontre os nimeros
formados por Vladimir.

Numeros no tabuleiro

No seguinte tabuleiro, devemos colocar todos os nimeros, desde 1 até 25, seguindo
as seguintes regras:

* Em cada fila, os 5 nimeros colocados devem formar uma sequéncia estrita-
mente crescente quando lidas da esquerda para a direita.

¢ Em cada coluna, os 5 nimeros colocados devem formar uma sequéncia es-
tritamente crescente quando lidas de cima para baixo.

A diagonal principal do tabuleiro é a diagonal pintada no grafico.

a) Mostre que depois de colocar os nimeros, o menor nimero colocado na diago-
nal principal é sempre maior ou igual a 5, e 0 maior nimero colocado na diagonal
principal é maior ou igual a 15.

b) Coloque os nimeros no tabuleiro de modo que na diagonal principal encon-
tremos os numeros 5, 9, 12, 14 e 15.

¢) Mostre que é impossivel colocar os nimeros de modo que a soma na diagonal
principal seja menor que 55.
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Retangulos formando um quadrado

Na figura seguinte, o quadrado ABCD foi dividido em quatro retangulos, todos
possuindo a mesma area.

A D

Sabendo que M N = 3, calcule a area do quadrado ABCD.

Cinco piratas e um tesouro

Cinco piratas encontraram um cofre do tesouro cheio de moedas de ouro e as
dividiram entre si. Sabe-se que:

¢ O que o primeiro pirata recebeu é equivalente & metade do que receberam
os outros quatro em conjunto.

* O que o segundo pirata recebeu é equivalente a terca parte do que rece-
beram os outros quatro em conjunto.

* O que o terceiro pirata recebeu é equivalente a quarta parte do que rece-
beram os outros quatro em conjunto.

* O que o quarto pirata recebeu é equivalente a quinta parte do que rece-
beram os outros quatro em conjunto.

Se o quinto pirata recebeu 90 moedas, diga quantas moedas tinha o cofre antes
da diviséo.
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Numeros balanceados

Um numero de quatro algarismos abcd é chamado balanceado se
a+b=c+d.

Calcule as seguintes quantidades:
a) Quantos numeros abcd sdo taisque a +b=c+d = 8?
b) Quantos nimeros abcd sdo tais que a +b =c+d = 16?

¢) Quantos numeros balanceados existem?

O passeio de Florinda

Florinda foi dar um passeio. Ela saiu do ponto A e caminhou 1 m. Nesse ponto
ela virou para a esquerda um angulo de 90° e caminhou 2 m. No dltimo ponto
ela virou para esquerda, e caminhou 3 m. Ela continuou andando desta maneira
até que no dltimo trecho ela caminhou 30 m e chegou ao seu ponto final que
chamaremos de ponto B. A figura seguinte ilustra os primeiros sete trechos do
passeio de Florinda (note que o ponto B nio esta ilustrado).

7
3
2 6
o
4 A—
° 1
5

Calcule a distancia entre os pontos A e B.
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Sonho impossivel

Uma noite, Wanderson sonhou com dois numeros de trés algarismos:
abc e def,
de modo que a soma

abc + de f + abede f

coincidia com a soma de todos os numeros de trés algarismos. Note que abc nao
€ o produto dos algarismos a, b e ¢, e sim 0 ndmero de trés algarismos a, be c. O
mesmo vale para os outros nimeros.

a) Calcule a soma de todos os niimeros de trés algarismos.

b) Mostre que o sonho de Wanderson é um sonho impossivel.

Triangulos no dodecagono

A seguinte figura mostra um dodecagono regular.

Responda as seguintes perguntas:

a) Quantos tridngulos equilateros podem ser formados de modo que seus trés
vértices sejam vértices do dodecagono?

b) Quantos tridngulos escalenos podem ser formados de modo que seus trés vér-
tices sejam vértices do dodecagono?
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O perimetro do hexdagono

Considere o seguinte hexagono regular ABCDEF, cujo lado mede 4, e onde os
pontos P e () sao os pontos médios dos lados BC' e DF, respectivamente.

B P C

F E

Calcule o perimetro do hexdgono ABPQFEF'.

[22] Niimeros equilibrados

Um numero inteiro positivo é chamado “equilibrado” se ele tem quatro algaris-
mos, e um desses algarismos é igual a média dos outros trés. Por exemplo: o
numero 2631 é equilibrado porque 3 é a média de 2, 6 e 1; 4444 também é equili-
brado porque 4 é a média de 4, 4 e 4.

a) Encontre os trés menores nimeros equilibrados.

b) Quantos sédo os nimeros equilibrados menores que 2014?

[23] Subconjuntos hierdrquicos

Consideremos o conjunto A = {1,2,3,4,...,n}. Um subconjunto de A é chamado
hierarquico se satisfaz as seguintes duas propriedades:

¢ O subconjunto deve ter mais de um ntumero.

¢ H4 um nimero no subconjunto que coincide com a soma dos outros nimeros
do subconjunto.

Deseja-se dividir o conjunto A em subconjuntos hierarquicos.
a) Para n = 13, mostre que néao é possivel fazer a divisao.

b) Para n = 12, mostre que tal divisao é possivel.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



46 Nivel 2 - Enunciados

Dividindo em triangulos isosceles

A seguinte figura mostra um tridngulo ABC que foi dividido em 3 tridngulos
isosceles.

B

A C

a) Mostre que todo tridngulo retangulo pode ser dividido em 2 tridngulos isésce-
les.

b) Mostre que qualquer tridngulo pode ser dividido em 4 tridngulos is6sceles.

c) Mostre que qualquer triangulo pode ser dividido em 5 tridngulos isésceles.

[25] Dividindo pedras

Uma pilha de pedras esta sobre uma mesa, Pedrinho joga o seguinte jogo: a cada
momento, ele pode escolher uma pilha com pelo menos 3 pedras, retirar uma
dessas pedras e dividir a pilha em duas pilhas ndo vazias. Por exemplo, se ele
tem uma pilha com 15 pedras, ele pode dividir essa pilha em duas pilhas de 9
e 5 (ele tira uma pedra, ficando com 14 pedras na pilha e depois a divide). Ele
pode continuar com o processo. Por exemplo, Pedrinho pode dividir a pilha com
9 pedras em duas, uma de 3 e uma de 5, ficando no final com trés pilhas, uma de
3, e duas de 5.

a) Se no inicio ha uma tunica pilha com 19 pedras sobre a mesa. Pedrinho con-
segue, depois de alguns movimentos, que todas as pilhas restantes tenham ex-

atamente 3 pedras?

b) E se houver uma tunica pilha com 1001 pedras?
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Escrevendo numeros em ordem crescente

Pedrinho faz uma lista de todos os numeros de 5 algarismos distintos que se for-
mam com os digitos 1,2, 3,4, 5. Nesta lista os nimeros estdo ordenados de forma
crescente.

a) Qual o namero que ocupa a posicdo 10 da lista?

b) Qual o nimero que ocupa a posicao 85 da lista?

Quadrado em cima de quadrado

Sejam ABCD e EFGH quadrados de lados 33 e 12, com EF sobre o lado DC
(como mostrado na figura abaixo). Seja X o ponto de interse¢éo dos segmentos
HB e DC. Suponha que DFE = 18.

H 12 @&

A 33 B

a) Calcule o comprimento do segmento £X.

b) Prove que os pontos A, X e GG sdo colineares.
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Calculando médias

Pedrinho escolheu 8 numeros distintos entre 1 e 11 e os escreveu numa deter-
minada ordem. Jo&ozinho, vendo os nimeros que Pedrinho escreveu, notou o
seguinte fato curioso: se fizermos a média dos n primeiros nimeros escritos por
Pedrinho, n = 1,...,8, teremos como resultado sempre um nimero inteiro. Ou
seja, se fizermos a média dos dois primeiros numeros, dos trés primeiros, dos
quatro primeiros nimeros, e assim por diante, todas essas médias serao inteiras.

Quais sdo as possiveis sequéncias de numeros que Pedrinho escreveu? (Dica:
primeiro descubra quais séo as possiveis somas para os 8 numeros, e depois tente
descobrir de tras pra frente os nimeros escolhidos.)

Pizza para quantos?

Um grupo de rapazes e mocas saiu para comer pizza em dois dias consecuti-
vos. No restaurante em que foram, as pizzas sédo cortadas em doze pedacos
iguais. Maria observou que no primeiro dia cada rapaz comeu 7 pedacos, e cada
moca 3 pedacgos. Ja no segundo dia, cada rapaz comeu 6 pedacos e cada moca
2 pedacos. Curiosamente, em ambos os dias eles pediram quatro pizzas que
foram totalmente consumidas e depois pediram mais uma, da qual sobraram al-
guns pedacos (ou seja, foi comido pelo menos um pedaco e sobrou pelo menos um
pedaco). Quantos rapazes e mocas foram a pizzaria?
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Montando quadrados

Pedrinho tem varias pecas de madeira na forma de um tridngulo retangulo de
catetos 1 cm e 2 cm. Com 4 dessas pecas, ele consegue montar um quadrado de
lado 2 cm, como na figura abaixo.

Brincando com mais pecas, ele conseguiu montar um quadrado usando ex-
atamente 20 pecas. Monte vocé também um quadrado usando 20 pecas. (Dica:
calcule a area dos triangulos, e com isso calcule o lado do quadrado. Depois
compare com a hipotenusa das pecas.)
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Minhoca rapida

a) Uma minhoca anda sempre sobre uma linha reta. Todos os dias, ela avanca 5
m e recua 3 m. Ao final de 15 dias, a minhoca estara a que distancia do ponto de
partida?

b) Ao final destes 15 dias, quantos metros tera caminhado, no total, esta minho-
ca?

¢) Uma outra minhoca anda também sobre uma linha reta, porém de maneira
diferente da primeira. No primeiro dia, ela anda 1 m para a frente e 1/2 m para
tras. No segundo dia, ela anda 1/2 m para a frente e 1/3 m para tras. No terceiro
dia, ela anda 1/3 m para a frente e 1/4 m para tras, e assim sucessivamente.
Quantos metros ela tera andado apés 1000 dias?

d) Algum dia esta segunda minhoca conseguira estar a 2 m de distancia do ponto
inicial?
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Bl Trocando posicées

No tabuleiro abaixo, é permitido mover qualquer objeto de seu quadrado para
qualquer quadrado adjacente vazio acima, abaixo, ao lado ou em diagonal.

w | W
B

5 | B

a) Mostre como trocar a posicdo de todos os chapéus com todos os troféus em
apenas cinco movimentos. Argumente porque néo é possivel troca-los de posicao
com menos de cinco movimentos.

b) Neste outro tabuleiro mostrado abaixo, qual o0 minimo de movimentos para
trocar os chapéus de posicdo com os troféus?

\ % N\ 4 N\ J

- B B

c) E se fosse um tabuleiro parecido com os anteriores, porém com 1000 chapéus e
1000 troféus, qual seria o minimo de movimentos para troca-los de posicao?

A A A

000

5| 6|5

v [oe
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E] Corte na medida

Diogo recortou uma cruz de cartolina como mostrado abaixo. Nesta cruz, todos
os lados tém comprimento igual a 1 cm, e todos os dngulos sdo retos. Fernanda
desafiou Diogo a fazer dois cortes em linha reta nesta cruz, de modo a formar
quatro pecas que possam ser reencaixadas de modo a formar um quadrado.

a) Qual sera a area do quadrado obtido?
b) Qual sera o lado do quadrado obtido?

¢) Mostre como Diogo pode fazer estes dois cortes em linha reta de modo a poder
formar o quadrado com as quatro pecas obtidas pelo corte!

Bl Par ou impar maluco

Artur e Dinah vao disputar o jogo do par ou impar maluco. Dinah escolhe "par" e
Artur escolhe "impar". Em seguida, cada um escreve um nimero inteiro positivo
em uma folha de papel sem que o outro a veja. Emilio recolhe as duas folhas,
multiplica os nameros e declara Dinah vencedora se o resultado for par e Artur
vencedor se for impar.

a) Como deve fazer Dinah para que ela sempre ganhe o jogo?

Emilio sugere uma modificacdo na disputa. Primeiramente ele pede que Artur e
Dinah escrevam apenas numeros que niao sejam divisiveis por trés. Ele recolhe
as folhas, multiplica os dois niimeros, divide o resultado por trés e declara Dinah
vencedora se o resto da divisao for igual a 1 e Artur vencedor se esse resto for
igual a 2.

b) Mostre que Dinah ndo pode mais ter uma estratégia vencedora.

¢) Mostre que Artur e Dinah tém a mesma probabilidade de ganhar.
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H Jogo do tira

Diogo e Helen jogam o Jogo do Tira, que consiste no seguinte. Dado um quadri-
culado de quadrados 1 x 1, cada jogador, em sua vez, tem o direito de escolher um
quadrado e entao retirar do quadriculado todos os quadrados abaixo dele, todos
os quadrados a esquerda dele, e todos os outros que estejam abaixo e a esquerda
dele. Por exemplo, dado o quadriculado abaixo,

o jogador que tem a vez pode selecionar o quadrado abaixo marcado em cinza,
deixando para seu adversario os quadrados mostrados.

Perde quem tira o ultimo quadrado.

a) Dado o quadriculado abaixo, Helen comeca jogando. Mostre uma estratégia
para que ela ganhe a partida, independente da estratégia de Diogo.

b) Dado o quadriculado abaixo, Helen comeca jogando. Mostre uma estratégia
para que ela ganhe a partida, independente da estratégia de Diogo.
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[d Cortando a corda

Augusto tem um arame com 10 m de comprimento. Ele realiza um corte em um
ponto do arame obtendo assim dois arames. Um com comprimento x e outro com
comprimento 10 — x como mostra a figura abaixo:

X 10-x

| O:\{: |

Augusto usa os dois pedacos do arame para fazer dois quadrados.

a) Qual é o comprimento do lado de cada um dos quadrados? Qual é a area de
cada um?

b) Qual é o valor do comprimento de cada um dos dois pedacos do arame para
que a soma das areas dos quadrados obtidos seja minima?

¢) Suponha que Augusto corte o arame em dez pedacos e use cada um deles para
fazer um quadrado. Qual deve ser o tamanho de cada um dos pedacos para que
a soma das areas dos quadrados obtidos seja minima?

Calculadora de Cincolandia

a) Uma calculadora do pais de Cincolandia tem apenas os algarismos de 0 a 9 e
dois botoes [J e A. O botdo [J eleva ao quadrado o nimero que esta no visor da
calculadora. O botdo A subtrai 5 do nimero que esta no visor da calculadora.
Mbnica digita o nimero 7 e depois aperta [ e, em seguida, aperta o botdo A.
Qual o resultado mostrado pela calculadora?

b) Mostre que se um nimero natural = deixa resto 4 quando dividido por 5, entao
o numero 72 deixa resto 1 quando dividido por 5.

¢) Na calculadora de Cincolandia, é possivel digitar o nimero 9 e depois chegar
ao resultado 7 apertando os botdes (1 ou A de maneira adequada?
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B Algum dia ele ganha?

A partir de hoje, o grande apostador Carlo Pietro decidiu frequentar cassinos
diariamente. No primeiro dia, ele apostara em um jogo cuja probabilidade de
ganhar é igual a % Nos segundo, terceiro e quarto dias, ele apostara em jogos
diferentes cujas probabilidades de vitéria sdo, respectivamente, iguais a %, }1, %
e assim por diante nos dias que se seguirem.

a) Qual é a probabilidade de que ele ndo tenha ganhado até o terceiro dia?
b) Qual é a probabilidade de que ele ndo tenha ganhado até o quinto dia?

¢) Qual é a probabilidade de que ele ndo tenha ganhado até o 2013° dia?

B] Area mdxima

O quadrado ABCD desenhado na figura abaixo tem lado 3 cm.

D C
Q
A—p B

Os pontos P e () podem ser deslocados sobre os segmentos AB e AD res-
pectivamente de forma que o comprimento do segmento AP meca a metade do
comprimento do segmento AQ).

a) Determine o valor da area do quadrilatero hachurado em func¢do do compri-
mento do segmento AB.

b) Determine a area maxima que o quadrilatero hachurado pode assumir.

B0) Uns e mais uns

Calcule a soma
1+11+ 111+ 1111 +---4+ 1117 ...11 .
—_———

N uns
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Apertos de mao

Num grupo de 20 pessoas, algumas pessoas trocam apertos de méo.

a) Contamos quantos apertos de méo cada pessoa deu e somamos todos esses
numeros. Mostre que o resultado é par.

b) E possivel que num grupo de 99 pessoas cada pessoa tenha dado exatamente
3 apertos de méo?

Circulo sobre circulo

Em uma folha de papel, Emanuelle desenha duas circunferéncias de raio 1 que se
tangenciam em um ponto. Em seguida, ela desenha uma terceira circunferéncia
de raio 1 — /2 que tangencia as duas anteriores externamente, conforme a figura
abaixo.

Cs

01 C’2

Emanuelle calcula a area da regido limitada e exterior as trés circunferéncias
que é mostrada em cinza na figura acima. Qual o valor por ela encontrado?

O treinamento de Julian

Julian treina em uma pista de 3 km. Ele percorre o primeiro quilometro cami-
nhando, o segundo correndo, e o terceiro em bicicleta. Se ele tivesse percorrido
toda a pista em bicicleta, haveria demorado 10 minutos a menos. Julian corre ao
dobro da velocidade com que caminha, e vai em bicicleta ao triplo da velocidade
com que caminha. Quanto tempo Julian leva para correr 1 km?
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¥} Peées rebeldes

No seguinte tabuleiro 4 x 4 devem ser colocados 4 torres, 4 cavalos, 4 bispos e
4 pedes de modo que em cada linha e em cada coluna as pecas colocadas sejam
distintas, como no exemplo:

B|\T|P|C
P|B|C|T
T|C|B|P
C|P|T|B

Os pedes sao rebeldes e decidiram ficar nas seguintes posi¢oes:

P

P

Calcule o nimero de modos em que as outras pecas podem ser colocadas.

Angulos no quadrado

A seguinte figura mostra um quadrado ABCD.

B C
N

60°A\A60°
A 3 D

Se LAMB =60°e {DMN = 60° calcule K M BN.
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Carla escreve, Diana apaga

Carla escreveu no quadro-negro os numeros inteiros de 1 até 21. Diana deseja
apagar alguns deles de tal modo que ao multiplicar os nimeros restantes o re-
sultado seja um quadrado perfeito.

a) Mostre que Diana deve apagar necessariamente os numeros 11, 13, 17 e 19
para conseguir seu objetivo.

b) Qual a menor quantidade de nimeros que Diana deve apagar para atingir o
seu objetivo?

Papai Noel

Papai Noel chegou a casa de Arnaldo e Bernaldo carregando dez brinquedos
distintos e enumerados de 1 a 10 e disse a eles: "o brinquedo nimero 1 é para
vocé, Arnaldo e o brinquedo nimero 2 é para vocé, Bernaldo. Mas esse ano,
vocés podem escolher ficar com mais brinquedos contanto que deixem ao menos
um para mim". Diga de quantos modos Arnaldo e Bernaldo podem dividir entre
eles o restante dos brinquedos.

Hexagono equiangulo

No hexagono da seguinte figura, a medida de todos os angulos internos é «, por
isso ele é chamado de equidngulo.

B 5 C

A 3
F

E

Sabe-se que os comprimentos dos segmentos AB, BC, C'D e DE tém as medi-
das |AB| =4, |BC| =5, |CD| =2, |DE| = 3.

a) Calcule o valor de o.
b) Calcule |EF| e |FA]|.

¢) Calcule a area do hexagono.
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A lei pirata

A lei pirata estabelece que, para dividir as moedas de um tesouro, o capitdo deve
escolher um grupo de piratas (excluindo a si mesmo). Em seguida, o capitao
deve distribuir a mesma quantidade de moedas a cada um dos piratas desse
grupo, de tal modo que néo seja possivel dar a cada um deles nenhuma outra
das moedas que restaram (respeitando o fato de que cada pirata recebe a mesma
quantidade). As moedas restantes sdo entdo dadas ao capitdo. No navio do
capitdo Barbaroxa ha 100 piratas (sem incluir o capitdao). Barbaroxa deve dividir
um tesouro que contém menos de 1000 moedas. Se ele escolher 99 piratas, ele
ficara com 51 moedas, mas se escolher 77 piratas, ele ficara com 29 moedas.

a) Quantas moedas contém o tesouro?

b) Quantos piratas deve escolher Barbaroxa para ficar com a maior quantidade
possivel de moedas?

BN Trigngulos equildteros no cubo

A seguinte figura mostra um cubo.

P Q

A D

Calcule o numero de triangulos equilateros que podem ser formados de modo
que seus trés vértices sejam vértices do cubo.
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Quadrados vizinhos

Na seguinte figura, ABEF' e EBCD sao quadrados.

A B C
4 M
F i =

Se L{MDE = 15° e |AF| = 4, calcule |M D|.
Observacéo: |M D| é o comprimento do segmento M D.

BX] O engano de Raul

Sejam a e b nimeros inteiros positivos tais que a > b. O professor Fernando disse
ao aluno Raul que se ele calculasse o nimero A = a? + 4b + 1, o resultado seria
um quadrado perfeito. Raul, por engano, trocou os nameros a e b e calculou o
nimero B = b? + 4a + 1 que, por acaso, também é um quadrado perfeito.

a) Mostre que A = (a + 1)%.

b) Encontre os nimeros a, b, A e B.
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BX] A diagonal do quadriculado

No seguinte papel, foi desenhado um quadriculado de 4 x 6 e depois tracada a
diagonal de A a B.

B

A

Observe que a diagonal AB intersecta o quadriculado em 9 pontos:

B

A

Se o quadriculado fosse de tamanho 12 x 17, em quantos pontos a diagonal AB
intersectaria o quadriculado?
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Dobrando o quadrado

A seguinte figura mostra um quadrado ABCD, e dois pontos P e ) sobre os lados
BC e DA, respectivamente.

24

A"\
0 D

Dobramos agora o quadrado ao longo do segmento PQ, levando o vértice B até o
ponto médio do segmento C'D.

B P C

12

24 B

12

AT D
o

Sabe-se que o lado do quadrado mede 24.
a) Calcule o comprimento do segmento PC.
b) Calcule o comprimento do segmento AQ.

c) Calcule o comprimento do segmento PQ.

B Somando Cubos

Jodozinho comecgou a somar os primeiros cubos e reparou algo curioso:
P+22=1+8=9=(1+2)>~
O mesmo vale se somarmos até 3:

P4+2°4+3=14+8+27=36=(1+2+3)%
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Ou mesmo até 4:
P42 43 +4°=1+8+27+64=100=(1+2+3+4)°

Surpreso com isso, Jodozinho foi perguntar ao seu professor de matematica se
isso sempre aconteceria. O professor entdo deu a Jodozinho os seguintes passos
para mostrar esse fato:

Seja
Sp=1424+3+...+n

a soma dos n primeiros ndameros,
Qn=1"+224+324+ ... +n?

a soma dos n primeiros quadrados e
Co=1+2"+3+... +n

a soma dos n primeiros cubos.

a) Calcule a diferenca (n + 1) — n?. Agora calcule a soma
(22 —1H+(F -2+ 4 -3)+...+(n+1)*=n?
e conclua que 25,, + n = (n + 1)?> — 1. Ache uma férmula para S,,.

b) Calcule (n + 1)* — n®. Conclua que 3Q,, + 3S, +n = (n+1)> — 1, e ache uma
formula para Q,,.

¢) Calcule (n + 1)* — n*. Conclua que 4C, + 6Q,, + 45, + n = (n+ 1)* — 1, e ache
uma férmula para C,,. Conclua que C,, = 5? para todo natural n.

B Contando tabuleiros

Seja a,, 0 nimero de maneiras de preencher um tabuleiro n x n com os algarismos
0 e 1, de modo que a soma em cada linha e em cada coluna seja a mesma. Por
exemplo, os tabuleiros 2 x 2 que satisfazem essa regra sio:

00 110 01 111
00 0]1 110} |1

Logo, a; = 4. Calcule os valores de a3 e ay.
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Distancia até o incentro

Seja ABC um tridngulo inscrito na circunferéncia abaixo. Sejam também I o
incentro do tridngulo ABC' e D o ponto onde a reta Al corta a circunferéncia.
Mostre que |DB| = |DC| = |DI]|.

A

BX] Produto igual a soma

Pedrinho escreveu dois numeros inteiros e positivos num pedaco de papel e
mostrou para Jodozinho. Depois disso, Pedrinho calculou o dobro do produto
destes dois nimeros. Joaozinho somou 21 com o dobro do primeiro nimero e de-
pois o resultado com o segundo nimero. Para surpresa dos dois, o resultado foi
0 mesmo. Quais sdo os possiveis numeros que Pedrinho escreveu no pedaco de
papel?
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BX) Colorindo palitos

Pedrinho esta brincando de fazer arranjos com palitos. Ele dispde seus palitos
formando tridngulos equilateros, como mostra a figura abaixo:

Pedrinho quer pintar cada palito de seu arranjo de tal forma que cada trian-
gulo tenha seus lados pintados de exatamente duas cores diferentes. Para isso,
ele dispoe de tintas vermelha, azul e preta. De quantos modos ele pode pintar o
arranjo?

El] Triangulos equildteros

Seja ABC'D um paralelogramo, e ABF e ADFE triangulos equilateros construidos
exteriormente ao paralelogramo. Prove que FC'E também é equilatero.

E
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|1| Dentro ou fora? — Solucao

a) Vocé pode rabiscar caminhos até descobrir se o ponto esta dentro ou fora...
mas uma maneira legal de descobrir se o ponto esta dentro ou fora é a seguinte.
Tracemos uma linha ligando o ponto até a regido externa a curva. Cada vez que
esta linha corta a curva, isso significa que mudamos de regido (ou estavamos
dentro e saimos, ou estavamos fora e entramos). Observe:

A

Logo, como a linha cinza é cortada trés vezes, o ponto esta dentro da regido
delimitada pelo caminho fechado. Em outras palavras, ao ir de fora para dentro

» o«

seguindo a linha cinza, “entramos”, “saimos” e finalmente “entramos”.
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b) Aqui aplicamos 0 mesmo argumento de antes! E sem precisar saber como é o
resto do desenho.

Logo, como a linha cinza é cortada seis vezes, e seis € um ndmero par, con-
cluimos que o ponto esta fora da regido delimitada pelo caminho fechado!

2| Estacionamento complicado — Solucdo

a) Uma sequéncia possivel de movimentos que permite que o carro 1 saia do
estacionamento é a seguinte: 7 —, 6 |, 4 —, 5 —, 6 1, 2 1. A figura abaixo ilustra
essa sequéncia de movimentos.

N

=
NEs

aThmis g o
Homl.| BE B
@D

B o

Observe que poderiamos ter movimentado o carro 4 e depois o carro 5, ou
poderiamos ter movimentado o carro 5 e depois o carro 4. E também poderiamos
ter movimentado o carro 2 antes do carro 6 nos dois dltimos passos.
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b) Nao ha nenhuma solucéo com menos de seis movimentos. A explicacdo é dada
a seguir.
Para que o carro 1 possa sair, é necessario que:

1. O carro 2 se mova, pois ele esta na frente do carro 1.
2. O carro 4 se mova, para que 0 carro 2 possa se mover.

3. O carro 6 se mova para tras, para permitir com que o carro 4 possa se mover
(observe que o carro 3 ndo pode mover-se antes que o carro 1 se mova). O
carro 6 deve mover-se no minimo uma vez para frente, jA que movendo-se
para tras apenas ele ficaria a frente do carro 1.

4. Pelo menos um dos carros 5 ou 7 se movam, para que o carro 4 se mova;
mas se apenas o0 carro 7 se movesse, entédo o carro 1 nao poderia sair, pois
o carro 6 ficaria na frente dele! Mas se s6 o carro 5 se movesse, o carro 4
néo poderia se mover ja que o carro 6 ficaria na sua frente. Assim o carro 4
bloquearia o carro 1!

Concluimos dessa maneira que os carros 2, 4, 5, 6 e 7 necessariamente precisam
se mover para o carro 1 sair, sendo que o carro 6 precisa mover-se pelo menos
duas vezes. No item anterior ja mostramos uma solucéo com seis movimentos.
c¢) Este caso tem mais movimentos! Mas néo é tdo diferente. Uma solucio seria:
1¢,21,4+,2013],6+,50,8+7],10+,9,12<«,11.

13| Dobraduras — Solucdo

a) Como podemos ver na figura abaixo, a area da parte superior do papel é um

retangulo de altura 1 e base 1/3 (este retangulo é o retangulo abaixo hachurado

com linhas curvas). Logo, sua drea é igual a 1 x = 1.

1/3 1/3 1/3
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b) A area que ficou visivel é igual a area do quadrado menos duas vezes a area
do tridngulo F'GH. Para ver isso, observe a figura:

F G

H H

O triangulo pintado de cinza é o tridngulo FGH virado para baixo. Logo, tem
a mesma area do triangulo FGH. Como o quadrado tem lado 5, sua area é
5 x 5 = 25. Vamos calcular a area do tridngulo FGH. Como HI mede 1, e o lado
do quadrado mede 5, concluimos que GH mede 4. Além disso, o segmento F'G
mede 1. Como a area de um triangulo é igual a base vezes altura sobre dois,

obtemos: Al
. n X
area do tridngulo FGH = 5 = 2

Logo, a area que ficou visivel é igual a 25 — 2 x 2 = 21.

¢) Pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que o comprimento da diagonal de um
quadrado de lado 1 é igual a v/2. Observe a figura abaixo. Como o lado do
quadrado foi dobrado de modo a cair na diagonal, concluimos que o comprimento
do segmento tracejado no quadrado da direita é igual a v/2 — 1.

Na dobradura seguinte, este segmento tracejado foi dobrado de modo a cair na
diagonal, conforme observamos abaixo:

N
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Como a diagonal mede /2, e subtraimos dela duas vezes este comprimento /2 —
1, concluimos que o segmento M N mede

V2-2x(V2-1)=2-v2.

|4| Engrenando — Solucdo

a) Seja N o numero de voltas realizadas pela engrenagem B. O leitor pode
verificar que na regido de contato entre as duas engrenagens, cada dente da
engrenagem A é tocado acima por um dente da engrenagem B. O numero de
contatos desse tipo é igual a 12 x 6, ja que a engrenagem A realiza um total de
12 voltas e tem 6 dentes. Por outro lado, como a engrenagem B tem 8 dentes
e realiza N voltas, esse nimero também é igual a N x 8. Assim, obtemos que
8N = 12 x 6, o que nos fornece que N = 9.

b) Como a quinta engrenagem tem o dobro de dentes da quarta, a cada volta que
ela realiza, a quarta engrenagem realiza 2 voltas. Como a quinta engrenagem
realiza 1 volta, a quarta realiza 2.

Seguindo o mesmo raciocinio, vemos que, a cada volta realizada por uma das
engrenagens, a engrenagem menor conectada a ela realiza 2 voltas. Como a
quarta engrenagem realiza 2 voltas, temos que a terceira realiza 4 voltas. Entao
a segunda realiza 8 voltas e a primeira realiza 16 voltas.

A soma total de voltas realizadas por todas as engrenagens é entdo igual a
1+2+4+8+16 =31.

¢) Sejam Ng, Np e N os numeros de dentes das engrenagens C', D e E respecti-
vamente. Como a engrenagem C' da 160 voltas enquanto a D da 1007 voltase a E
da 38 voltas, um raciocinio semelhante aquele utilizado no item a) mostra que:

160Ns = 1007 Np = 38Ng.
Dessa maneira valem as seguintes equacées:

160N¢ = 1007Np
160N¢ = 38Ng.

Decompondo em fatores primos, encontramos que 38 = 2 x 19, 160 = 2° x 5 e
1007 = 19 x 53. Assim, a primeira equacéo acima nos fornece que:

2°.5.No=19-53- Np.

Dessa primeira equacao, vemos que N¢ tem que ser um multiplo de 19 - 53 pois
esses fatores primos aparecem no lado direito da equacédo, mas nédo no termo
2° . 5. Pelo mesmo motivo, Np tem que ser um multiplo de 2° - 5. Os menores
nimeros que cumprem essa condic¢io sdo No = 19-53 e Np = 2° - 5.
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Substituindo esses valores na segunda equacgao obtemos que:
2°.5.19-53=2-19- Np,

o que nos fornece que Ny = 2*-5 - 53.
Assim a menor quantidade de dentes das engrenagens C, D e E sédo 1007, 160
e 4240, sendo a menor soma total igual a 5407.

5| Qual a pintura? — Solucdo

a) Vamos estabelecer uma regra simples para definirmos a configuracéo de uma
linha a partir da configuracao da linha localizada logo acima dela.

Para saber a cor de uma bolinha, deve-se comparar a cor das duas bolinhas
da linha de cima que estdo mais préximas a ela.

oo oo 00 __,0O0
@ O @ O
o . 0e eC _oC
@ ° @ °

Ha, no entanto, um problema! A tultima bolinha de uma linha tem apenas
uma bolinha na linha de cima mais préxima a ela. “O que fazer entdo para de-
terminar a cor da ultima bolinha de uma determinada linha?” Para determinar
a sua cor, devemos comparar as cores da primeira e da ultima bolinha da linha
de cima. E aplicar a mesma regra descrita acima.

Note que, com essa regra, é possivel, a partir da coloracéo da primeira linha,
gerar a coloracao das linhas de baixo uma a uma. O leitor deve conferir que a re-
gra descrita acima realmente se aplica comecando com a primeira linha colorida
como P, B, P, B, B, P (aqui P significa “preto” e B significa “branco”) e colorindo
as linhas de baixo até a sexta, repetindo o desenho do enunciado.

Para gerar a configuracio da sétima linha, usamos o fato de que a configu-
racdo da sexta linha é dada por B, P, B, P, B, B e aplicamos a regra acima. O
resultado é a coloracédo P, P, P, P, B, B como podemos ver na figura abaixo:

O NOX JOX®
GRONONGRONO

,

O NON NOX®
00000
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b) Nao! Suponha que tivéssemos uma linha (digamos a n-ésima linha) toda co-
lorida com a cor preta. Para que todas as bolinhas dessa linha estejam coloridas
de preto, é necessario que as bolinhas da linha de cima estejam coloridas de
maneira alternada, ou seja como, P, B, P,B, P, Bou B, P,B, P, B, P.

Suponhamos que o primeiro caso seja verificado, isto é, que a linha de niimero
n — 1 esteja colorida como P, B, P, B, P, B. Nesse caso, para que a coloracao das 5
primeiras bolinhas da linha n—1 seja a especificada, é necessario que a coloragao
dalinhan—2seja B, P, P,B, B, Pou P, B, B, P, P, B. Mas se a linha n—2 estivesse
colorida de umas dessas maneiras, entéo, obrigatoriamente, a tltima bolinha da
linha n — 1 deveria estar colorida de preto, o que néo € o caso.

Suponhamos agora que o segundo caso seja verificado, isto é, que a linha
de numero n — 1 esteja colorida como B, P, B, P, B, P. Nesse caso, para que a
coloragao das 5 primeiras bolinhas da linha n — 1 seja a especificada, é necessario
que a coloracédo da linha n — 2 seja B, B, P, P, B,B ou P,P,B, B, P,P. Mas se a
linha n — 2 esta colorida de umas dessas maneiras, entéo, obrigatoriamente, a
ultima bolinha da linha n — 1 deveria estar colorida de branco, o que néo é o caso.
¢) No item a) ficou estabelecida uma regra para gerar a coloracéo da linha de
numero n, caso seja conhecida a coloracdo da linha de nimero n — 1. Através
dessa regra, foi possivel gerar a configuracio da sétima linha a partir da configu-
racdo da sexta linha que foi mostrada na figura do enunciado. O resultado obtido
para a coloracdo da sétima linha é P, P, P, P, B, B. Aplicando mais uma vez a re-
gra, obtemos que a configuracédo da oitava linha sera dada por B, B, B, P, B, P.
Note que essa é a mesma configuracéo da terceira linha. Assim, a partir da ter-
ceira linha as configuracoes vao se repetir em ciclos de 6 linhas. Logo, as linhas
de ndmero 3,9,15,21,27,..., tém a mesma configuracdo. Também as linhas de
numero 3 + k,9 + k,15 + k,21 + k,27 + k,... tém a mesma configuracdo que a
linha k para cada k € {0,...,5}. Notando que 2014 = 3 - 671 + 1, temos que a sua
coloracgdo é igual a da linha de nimero 3+ 1, ou seja, da linha de namero 4. Logo,
a linha de numero 2014 esta colorida como B, P, B, B, B, P.

Observacao: O fato de que as configuracoes se repetem em ciclos de 6 linhas
pode ser usado para resolver também o item b). Esse fato nos permite conhecer
todas as configuracdes que aparecem nesse ciclo. Listando todas elas, podemos
observar que nenhuma é a que contém todas as 6 bolinhas pretas.
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6| Gata que salta — Solucdo

Nessa solucio todas as distancias sdo dadas em metros.
a) Observe a figura abaixo:

B
X
1
O 2 A

Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:
2t =224 1%,
Logo, temos que = = /5, sendo este o comprimento do segmento O5.

b) Observe a figura abaixo:

O A

Novamente, pelo Teorema de Pitagoras, temos que
v = (V5)" + 1%,

de onde concluimos que y = /6. Logo, o comprimento do segmento BC é igual a

V.

¢) Repetindo o processo anterior, sempre usando Pitagoras, obtemos v/7, v/8, v/9
e assim por diante. Observe:

Distancia
1° salto V5
2° salto V6
3° salto V7
2014° salto T
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Dai, deduzimos que z = +/2018. Deste modo, apds 2014 saltos, a gata estara a
uma distancia /2018 m do ponto O. Para descobrir apés quantos saltos a gata
estara a exatos 45 m do ponto O, basta achar um nimero tal que a raiz quadrada
desse numero seja igual a 45. Ou seja este numero deve ser igual a 452 = 2025.
Olhando na tabela anterior, podemos deduzir que a gata estara a uma distancia
v/2025 m do ponto O apés 2021 saltos.

O ultimo algarismo — Solucdo

a) Observe que
M =11 %11 x 11 x 11 x -+ x 11 .

Vv
11 vezes

Cada vez que multiplicamos dois nimeros que tém o algarismo 1 como algarismo
mais a direita, obtemos novamente um nimero que tem o algarismo 1 como
algarismo mais a direita. Por exemplo, 11 x 11 = 121. Logo, repetindo o processo,
vamos descobrir que 11! tem o algarismo 1 como algarismo mais a direita.

b) Observe que
9 =9x9x---x9.

TV
9 vezes

Neste caso, quando fazemos a primeira multiplicacédo, obtemos 9 x 9 = 81, que
termina em 1. Quando fazemos a préoxima multiplicacdo, obtemos 81 x 9 = 729,
que termina em 9. Fazendo a préxima multiplicacdo, obtemos um nimero que
termina em 1 novamente. Depois outro nimero, agora terminando em 9. Logo,
temos um padréao! Como comecamos de 9 e fazemos oito multiplicacées, vamos
obter no final um ndimero que termina em 9.

Para o numero 9219%2!, fazemos a mesma analise de antes. Como comecamos
com um numero que termina com 9, e fazemos 9218 multiplicacées, concluimos
que no final sera obtido um nimero que termina em 9.

c¢) Neste caso, observemos novamente o padrao gerado. Notemos que 4 x 4 = 16.
Multiplicando o dltimo algarismo (que no caso é 6) por 4, obtemos 6 x 4 = 24.
Sendo assim, o ultimo algarismo volta a ser 4. Ou seja, obtemos um padrao no
qual o ultimo algarismo alterna entre 4 e 6. Como

20147 = 2014 x 2014 x - - - x 2014,

-~
2014 vezes

comecamos com um 2014 e fazemos 2013 multiplicacdes. Deste modo, o algarismo
mais a direita do resultado sera o algarismo 6.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



76 Nivel 1 - Solucoes

Ora bolas — Solucdo

a) Primeiro, uma bola é colocada em alguma urna. Para que o processo termine
com duas bolas, é necessario que, no préximo passo, a préoxima bola seja colocada
na mesma urna onde a primeira bola foi colocada. Isso tem probabilidade de 1/3.
Logo, a probabilidade de que o processo termine com duas bolas é igual a 1/3.

b) Primeiro, uma bola é colocada em alguma urna. No préoximo passo, é necessario
que a proxima bola seja colocada em uma urna distinta da primeira urna esco-
lhida. Caso contrario o processo acaba! Como sao 2013 urnas vazias (uma ja esta
ocupada), temos uma probabilidade igual a

2013
2014

de isso acontecer. No terceiro passo, uma nova urna é escolhida. Para que o
processo néo termine, é necessario que esta nova urna escolhida seja diferente
das duas anteriores. A probabilidade de isso acontecer é

2012
2014

No quarto passo, uma nova urna é escolhida. Pelo mesmo argumento de antes,
a probabilidade da urna escolhida ser diferente das anteriores é

2011
2014 °

e assim sucessivamente até a nona urna, cuja probabilidade sera

2006
2014

Para que o processo termine com dez bolas, é necessario que a décima bola seja
colocada em uma urna que ja tenha uma bola! Como temos, até este ponto, nove
urnas ocupadas e sdo 2014 urnas, a probabilidade de isso ocorrer é

9
2014

Assim, a probabilidade de que o processo termine com 10 bolas é igual ao produto
das probabilidades descritas acima, o que nos da

2013 2012 2011 2010 2009 2008 2007 2006 9
2014 2014 2014 2014 2014 2014 2014 2014 2014

como resultado.

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questoes 2014



Nivel 1 - Solucoes 77

19| Dobraduras e perimetros — Solucdo

a) Observe a figura abaixo:

A F B
E
D C

Aplicando a Desigualdade Triangular, concluimos que

|EF| < |EA| + |AF)

onde |EF|, |[EA| e |AF| representam os comprimentos dos respectivos segmentos.
Quando fizemos a dobradura, os segmentos A e AF foram substituidos pelo
segmento FF'. Logo, o perimetro diminuiu!

b) Observe a figura:

>
l

VAN

N~

Quando fizemos a dobradura descrita acima, algumas linhas deixaram de con-
tribuir no perimetro e outras passaram a existir.
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Como podemos ver acima, os segmentos de comprimentos b, ¢ e g foram retira-
dos quando fizemos a dobra, e o segmento de comprimento « foi adicionado. Os
segmentos de comprimento ¢, d e f foram mantidos.

Tracemos um segmento tracejado, como mostra a figura abaixo:

Ve

a

Pela Desigualdade Triangular, temos que
a<h+g.

Também pela Desigualdade Triangular, temos que
h<b+ec.

Portanto,
a<h+g<b+4+c+yg,

de onde concluimos que o perimetro diminuiu.

10| Professora Lorena e os quadrados — Solucdo

a) Usando o produto notavel a? —b? = (a+b)(a —b), vamos reescrever a expressio
100% — 997 + 98% — 972 + 96> — 95° 4 - - - +-2° — 17

como

(100 + 99)(100 — 99) + (98 + 97)(98 — 97) + (96 + 95)(96 — 95) + ... + (2 + 1)(2 — 1).

Observe que varias diferencas acima séo iguais a um! Por exemplo, 100 —99 = 1,
98 — 97 = 1 e assim por diante. Logo, a expressao acima é igual a

100 +99+98 497+ ---+3+2+1.

Para calcular a soma acima, vamos soma-la duas vezes! Observe:

1000 + 9 + 98 + -~ + 2 + 1
+ 1 + 2 + 3 + - + 99 + 100
= 101 + 101 + 100 + --- + 101 + 101
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Todas as somas dao 101. Como sdo 100 somas, isso da 100 x 101 = 10100. Mas
haviamos somado duas vezes o que queriamos, logo temos que dividir por dois.
Dai, temos como resposta final

101
% = 5050.

b) Usando novamente o produto notavel ensinado pela profesora Lorena, obser-
vamos que

999.991 = 1.000.000 — 9 = 1000% — 3% = (1000 + 3)(1000 — 3) = 1003 x 997,

e obtemos os nimeros 1003 e 997 cujo produto da 999.991.

O minimo para ter certeza — Solucdo

a) Sao doze signos. Logo, para garantir que duas tém o mesmo signo, bastam
treze pessoas!

b) Séo sete os dias da semana. Logo, para garantir que pelo menos quatro fazem
aniversario no mesmo dia da semana neste ano, vamos precisar de 3 x 7+ 1 = 22
pessoas!

Triangulo dentro de triangulo — Solucdo

a) Os pontos A, B; e C; sdo pontos médios dos lados BC, AC' e AB, respectiva-
mente, veja a figura abaixo.

C
A
B !
A C, B

O triangulo grande ABC' é retangulo, tendo altura 3 e base 4. Logo, sua area é
34 = 6. Os quatro tridngulos CB Ay, A,C1 B, B;AC; e Cy A, B, séo todos congru-

entes, tendo, portanto, mesma area, que deve ser 1/4 da area total. Portanto, a
area do tridngulo A, B,C éigual a & = 2.
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b) Pelo item anterior, cada vez que desenhamos um triangulo ligando os pontos
médios do anterior, este novo tridngulo central tem drea igual a ; do anterior.
Dai,

Area do tridngulo A, B;C; = - -6 = =

Repetindo o processo,
Area do triangulo A, B,Cs =
Novamente,
¢ . 1 1 3 1\2 3
Area do triangulo A3B3C3 = — - — - = = <—> T
4 4 2
Repetindo o processo mais uma vez,

< . 1 1 1 3 133
Areadotr1angu10A4B4C4_1-1-1-5_(Z_l> :

e assim por diante. Logo, a drea do tridngulo Asg;4B2g14Ca014 Sera igual a (%)2013 . %

13| Araceli e Luana — Solucdo

Queremos que a seguinte identidade seja satisfeita:
abc = ab + be + ca. (4)

O lado esquerdo da igualdade pode ser escrito como 100a + 10b + ¢, enquanto que
o lado direito pode se escrever como

(10a +b) + (10b + ¢) + (10c + a) = 11a + 11b + 11c.
Substituindo essas expressoes na identidade (¢), obtemos a equacao
89a = b+ 10c.

O lado direito da dltima equacgédo é o nimero cb. Para que 89a seja um ntimero de
dois algarismos, necessariamente a = 1. Logo, cb = 89a = 89 e, finalmente, b = 9
ec=2_8.
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Triangulos no cubo — Solucdo

a) Vamos comecar fixando um vértice, digamos A, e contando o nimero de trian-
gulos que usam esse vértice. Cada um desses tridngulos sera determinado indi-
cando os seus outros dois vértices distintos de A.

Entao o namero de triangulos que usam o vértice A coincide com o nimero de for-

mas de escolherem-se dois vértices distintos no conjuntoV = {B,C, D, E, F, G, H}.
Uma vez escolhido o primeiro vértice, restam 6 possiveis escolhas em V para o se-

gundo vértice. Contariamos assim 7 (numero de vértices em V') vezes 6 pares de

vértices em V, mas cada par haveria sido contado duas vezes. Logo ha 7x6/2 = 21

maneiras de escolherem-se dois vértices distintos em V.

Até aqui provamos que, para cada vértice do cubo, o nimero de triangulos que
usam tal vértice é 21. Como o cubo possui 8 vértices, contariamos 8 x 21 triangu-
los, mas cada triangulo haveria sido assim contado trés vezes, uma vez por cada
um de seus vértices. Concluimos que ha

8><21_

56
3

tridngulos que podem ser formados usando os vértices do cubo.
b) E uma boa ideia contar primeiro o nimero de triAngulos que estdo contidos
em alguma face. Fixemos nossa atencéo sobre uma face, digamos a face ABCD.

B C
D

Para determinar cada triangulo, devemos escolher os seus 3 vértices dentro do
conjunto de vértices { A, B,C, D}. Escolher um trio em {A, B, C, D} é equivalente
a escolher um elemento no mesmo conjunto, aquele que nio pertence ao trio. Sdo
entdo 4 trios e, portanto, 4 triAngulos que estdo contidos na face ABCD. Como
o cubo tem 6 faces, contariamos assim 6 x 4 = 24 triangulos. Nessa contagem,
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cada triangulo foi contado exatamente uma vez, portanto a quantidade total de
triAngulos que estdo contidos nas faces do cubo é 24. Assim, ha 56 — 24 = 32
triAngulos que néo estdo contidos em uma face do cubo.

15| Proporc¢ao de dreas — Solucdo

Lembre-se de que a area de um triangulo é dada por (base x altura)/2. Para o
triangulo BED, se considerarmos E D como sendo a sua base entdo BC sera a
sua altura. Entao, a area do tridangulo BED é igual a

|ED| x |BC

5 ()

Por outro lado, a area do tridngulo BC'E pode ser calculado como

ICE| x |BC|

5 (®)

Comparando as quantidades (H) e (®) e usando que CE = 2E D, concluimos que
a area do triangulo BC'E é igual ao dobro da area do triangulo BED. Portanto,
a area do triAngulo BED é 5 m?.

B uC
10
5) E
A D

Logo, a area do triAngulo BC' D é igual a (10+5) m?. Finalmente, a drea do retan-
gulo ABCD é igual ao dobro da area do triangulo BC'D e, portanto, a resposta é
2 x (10 4 5) = 30 m2.

16| A lista de Paul — Solucao

(a) Os numeros na lista de Paul sao:

97, 997, 9997, 99997, ..., 9999...97.
—_——

100 vezes

O numero de algarismos 9 nessa lista é

(100)(101)

14+243+---+100= = 5050.
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(b) Os nuimeros na lista de Paul podem ser escritos na forma:

100 — 3, 1000 — 3, 10000 — 3, 100000 — 3, ..., 10000...0—3.
—_——

101 vezes

A soma desses numeros é, entao:

S =1111...100 — 100(3) = 1111...10800.
—— ——

100 vezes 98 vezes

Finalmente, a soma dos algarismos de S é 98(1) + 8 = 106.

Os doze numeros de Pedro — Solucdo

Sejam A e B os nameros colocados nas casas pintadas como indicado na seguinte
figura:

A
B

Observe que, pelas regras, B deve ser maior que todos os outros nimeros da sua
mesma linha e também maior que A. Mas sendo A maior que todos os outros
numeros da sua linha, concluimos que B deve ser maior que todos os outros
numeros do tabuleiro. Portanto B = 12.

a) O maior valor que A pode tomar é 11. A maior soma é, entdo, A+B =11+12 =
23. A figura seguinte mostra um modo de atingir essa soma:

11315 7]9[11
214|61|8/|10[12

Observacao: Essa é, de fato, a inica maneira na qual a soma é igual a 23.

b) Como A deve ser maior que os outros 5 nimeros da sua linha, o minimo valor
que A pode tomar é 6. Entao, o menor valor que pode tomar a soma é A + B =
6 + 12 = 18. A figura seguinte mostra um modo de atingir essa soma:

11213456
718|9(10[11[12

Observacao: Essa é, de fato, a inica maneira na qual a soma é igual a 18.
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Quadrado dividido em retangulos — Solucdo

Na seguinte figura, a area do retangulo M NPC é
area do retangulo NQDP é [NQ| x |[NP|.

MN| x |NP| enquanto que a

M
B il C
N P
A 0 D

Para que as areas desses retangulos coincidam, é necessario que |[MN| e |[NQ)|
sejam iguais. Chamemos de a esse valor comum, isto é, a = |[MN| = |NQ)|.
Assim temos que |[MQ| = [MN| + |[NQ| = 2a. Logo, a area do retangulo ABM @)
é igual a |BM| x |[MQ| = 4 x (2a) = 8a. A &area do retangulo M NPC é igual a
|IMN|x|NP|=ax|NP|. Assim, para que a area dos retangulos M/ NPC e NQDP
seja também igual a 8a é necessario que NP = 8.

Dai, temos que a medida do lado BC' do quadrado coincide com |BM |+|MC| =
|BM| + |[NP| =4+ 8 =12. A drea do quadrado ABC'D é, portanto, 12% = 144.

Os sinais de Luis — Solucdo

a) Chamemos de a, b, ¢, d e ¢ 0s nimeros que ficaram com sinal negativo. Ja que
—a—b—c—d—e=(a+b+c+d+e)—2(a+b+c+d+e)

o nimero N pode ser também calculado como

N=(142+34+4454+6+7+8+9+10)—2(a+b+c+d+e) =55—2(a+b+c+d+e).

Observe que o menor valor possivel para a soma a+b+c+d+e é 1+2+3+4+5 = 15.
Isso proporciona um valor maximo possivel para N:

N =55—2(a+b+c+d+e) <55—2(15) = 25.

Como 25 ndo é multiplo de 7, entdo N deve ser um numero estritamente menor
que 25.

b) Ja que N é um ndmero de dois algarismos, multiplo de 7 que é menor que 25,
restam somente duas possibilidades: 14 e 21. Mas, pela identidade mostrada no
item a) temos que

N=55-2(a+b+c+d+e). (M)
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Logo, N é a diferenca entre um nimero impar e um nimero par. Entdo N deve
ser impar e, portanto, N = 21.

c) Se N = 21 entéo a relacdo (#) mostra que a + b+ c+ d + e = 17. Podemos
conseguir essa soma com, por exemplo,a =1,b=2,c=3,d =4 e e = 7. Assim,
uma forma de designar os sinais é

—1-2-3-44+54+6-7+8+9+10.

20| Ajudemos o Pepi — Solucdo

a) Um modo de colocar os nimeros € o seguinte

4

b) A soma de todos os nimeros colocados no tabuleiro pode ser calculado so-
mando primeiro os dois nimeros em cada coluna e somando depois as somas
obtidas. Como a soma em cada coluna é igual a S, a soma de todos os nimeros é
4 x S. Portanto

4xS=1+24+3+44+5+6+7+8.

Obtemos assim que S = 9.

¢) Sabemos que a soma em cada coluna deve ser S = 9. Os pares que somam 9

sdo
{1,8}, {2,7}, {3.,6}, {4,5}.

O par {1, 8} pode ser colocado em qualquer uma das 4 colunas. Feito isso, para
colocar o par {2,7} restariam 3 colunas possiveis. Colocados os dois primeiros
pares restariam 2 colunas para o par {3,6} e, finalmente, o par {4,5} seria colo-
cado na unica coluna restante. Existem entao

4x3x2x1

modos de associar cada par a cada coluna. Mas, escolhida a coluna para cada
par, teriamos 2 formas de colocar cada par nas casas da coluna correspondente.
Assim, contariamos

2' x (4 x 3 x 2) = 384

maneiras pelas quais Pepi pode colocar os nimeros no tabuleiro.
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Quadrado dividido em triangulos — Solucdo

Pela informacao do problema, o tridngulo PQR da figura tem area 2.

B C
Q
2
D R
A g D

Mas, por ser um tridngulo retangulo, a area do triAngulo PQ R pode ser calculada
como PR x QR/2. Ja que PR = @R, concluimos que PR = QR = 2. Agora,
sabemos que PRS é também um triangulo retangulo isésceles e portanto RS =
PR =2.

B C
Q
2
P&—R
2
A 5 D

Como o triangulo retangulo QSD é is6sceles podemos concluir que SD = QS =
2 + 2 = 4. Por outro lado, como os tridngulos PQR e APS séo triAngulos retan-
gulos isésceles, entdo L PAS = L PQR = 45°.

B C
Q
457,
P&—R
. 2
A45 : D
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Isso implica que o triangulo AQS é isésceles e portanto AS = SQ = 4. Até aqui,
temos que o lado do quadrado mede AD = AS + SD = 8. A area do quadrado é
portanto 8% = 64.

22| As filhas de Francisco — Solucdo

a) E claro que Alina é mais velha que Valentina. Chamemos de d a diferenca
entre as idades de Alina e Valentina. Como elas nasceram no mesmo dia do ano,
d nao varia (observe que isso ndo seria verdade se elas tivessem nascido em dias
diferentes, ja que, nesse caso, a diferenca se altera no dia do aniversario de cada
uma).

Se a idade de Valentina hoje é «, entao a idade de Alina deve ser 2a entédo a
diferenca de idade entre as duas é dada por:

d = 2o — au.

Concluimos que d = «, logo Alina tem 2d anos e Valentina tem d anos.

Tal relagdo entre as idades de Alina e Valentina néao poderia ter acontecido
antes, ja que Valentina tinha menos do que d anos. Também néo podera aconte-
cer depois, pois Valentina tera mais do que d anos.

b) Chamemos de A a idade da filha mais nova, B a idade da filha do meio e C' a
idade da filha mais velha. Chamemos de + = B — A a diferenca de idades entre
as duas mais novas, e de y = C' — B a diferenca de idades entre as duas filhas
mais velhas. A diferenca de idades entre a mais nova e a mais velha é portanto
C — A =z +y. Como elas nasceram no mesmo dia do ano, temos que essas
diferencas nao variam.

Sabe-se que, em cada um dos anos 2004, 2014 e 2024, a idade de uma das filhas
foi, é, ou sera o dobro da idade de uma das outras. Para isso, somente existem 3
possibilidades:

(1) B é o dobro de A.
(i1) C é o dobro de B.
(iii) C é o dobro de A.

Pelo raciocinio usado na parte a), sabemos que cada situacdo somente pode se
dar em um dos trés anos. Entdo, necessariamente, as trés situacoes: (i), (ii) e
(ii1) devem acontecer nos trés anos: 2004, 2014 e 2024, mas ndo sabemos ainda em
que ordem. Também pela parte a), sabemos que:

* Quando acontece (i), B deve ser igual a 2z e A deve ser igual a . Além
disso, C é igual a B + y, isto é, C deve ser igual a 2z + y.
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* Quando acontece (ii), B = y, C = 2y e, portanto, A = y — x.
* Quando acontece (iii), C' = 2(z + y), A = x + y e, portanto, B = 2z + y.
Observe que as idades de A nos casos (i), (ii) e (iii) sdo
T, yYy—xr € T+,

respectivamente. Como z < z +y e y —x < x + y, concluimos que = + y é a maior
das trés idades e, portanto, (iii) deve acontecer no ano 2024. Somente resta ver
em quais dos dois anos 2004 ou 2014 acontece cada um dos eventos em (i) e (ii).
Vamos supor que (i) e (ii) acontecem nos anos 2014 e 2004 respectivamente. En-
tao, as idades de A nos anos 2004, 2014 e 2024 seriam y — =, x e x + y respectiva-
mente. Assim, teriamos as equacoes

y—r+10=2 e z4+10=ao+y.

Resolvendo, teriamos que =z = 10 e y = 10. Mas nesse caso, C seria hoje igual a
2x +y = 30. Mas a filha mais velha tem mais do que 30 anos, como enunciado no
problema. Descartamos, assim, essa possibilidade.

Sabemos entédo que (i) e (ii) acontecem nos anos 2004 e 2014, respectivamente.
Entéao, as idades de A nos anos 2004, 2014 e 2024 sdo x, y — = e x + y, respectiva-
mente. Logo, temos que

r+10=y—2 e y—ax+10=a+y.

Resolvendo, obtemos x = 5 e y = 20. Finalmente, as idades das filhas de Fran-
cisco séo hoje, iguais a

y—x=15, y=20 e 2y=40.

Como a idade de Alina deve ser o dobro da idade de Valentina, as idades de Alina
e Valentina devem ser hoje iguais a 40 e 20 respectivamente. Portanto, Civela
tem hoje 15 anos.

23| Os adesivos de Ximena — Solucdo

Vamos comecar contando quantas vezes o algarismo 2 aparece nos nimeros entre
1 e 199. Como algarismo das unidades, o algarismo 2 aparece nas paginas

2,12,22,32,42,52,62, ...,152,162, 172,182, 192;

logo, contamos até agora, 20 niimeros.
Como algarismo das dezenas, o algarismo 2 aparece nas paginas

20,21,22,23,...,28,29,120, 121,122,123, ...,128,129.
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Se apagassemos o algarismo 2 das dezenas desses nimeros obteriamos os nime-
ros desde o 0 até o 19. Contamos, assim, mais 20 nimeros. Até aqui, vimos que o0
algarismo 2 é usado 40 vezes nas primeiras 199 paginas.

Da pagina 200 até a pagina 219 usamos 20 vezes o algarismo 2 na posicao das
centenas mais 2 vezes na posi¢do das unidades nos nimeros 202 e 212. Isso soma
22 vezes.

Nas 10 paginas que ha desde a 220 até a 229 usamos o algarismo 2 dez vezes
nas centenas, dez vezes nas dezenas e uma vez nas unidades, somando 10 + 10 +
1 = 21 no total.

Até a pagina 229, usamos entéo 40 + 22 4+ 21 = 83 vezes o algarismo 2. Restam
ainda 17 adesivos com o algarismo 2. Para as 10 paginas da 230 até a 239, sdo usa-
dos 10 adesivos para as centenas e 1 para as unidades. Restam agora 6 adesivos
que podem ser usados nas paginas

240, 241, 242, 243 e 244.

Concluimos, assim, que Ximena somente pode numerar as paginas até a pagina
244.

Construindo muros — Solucdo

a) Para construir um muro de 5 pontas sdo necessarios 5 + 4 cubos para a base e
um cubo para cada uma das 5 pontas.

A resposta é, portanto, (5 + 4) + 5 = 14 cubos.

b) Contemos de modo similar ao utilizado na parte a). Para a base sdo necessarios
2014 + 2013 cubos e, para as pontas, sdo necessarios 2014 cubos.

o O O

2014 pontas

A resposta é, portanto, (2014 + 2013) + 2014 = 6041 cubos.

¢) Observe que, em cada cubo usado como ponta, sdo pintadas cinco faces.
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Inine I

o O O

2014 pontas

Como cada face tem 1 m?, temos uma 4rea de 5 x 2014 m? pintada até aqui. Nos
cubos que estido pintados em cinza na préoxima figura, sdo pintadas trés faces.

L LT

o O O

2014 pontas

Esses sdo, no total, 2015 cubos. Portanto, eles acrescentam 3 x 2015 m? de super-
ficie pintada. Finalmente, restam 2012 cubos (um cubo embaixo de cada ponta,
exceto nos dois extremos) dos quais sdo pintadas duas faces

I I

o O O

2014 pontas

Logo, eles acrescentam uma superficie de 2 x 2012 m? pintada. Contamos assim,
no total,
5 x 2014 + 3 x2015 + 2x 2012 = 20139

metros quadrados de superficie pintada.

25| Multiplicando niimeros grandes — Solucdo

Primeiro notamos que se soubermos A, entdo B é o algarismo das unidades do
numero A x A. E conhecendo B, podemos fazer a operacao inversa, dividir o
numero BBBBBBBBDB por A e ver se conseguimos um numero da forma x x x x
* x xA. Aqui cabe notar que o nimero BBBBBBBBB tem 9 digitos, enquanto
que x x * * x x A 86 tem 8.
Entao vamos la:

Se A = 1, entdo B = 1, e é facil ver que a divisdo de 111111111 por 1 da um
numero de 9 digitos, e ndo de 8 digitos. O mesmo acontece nos casos A = 2 e
A=3.SeA=2,entdo B=14e

444444444 + 2 = 222222222,

0 que nédo pode acontecer, porque 222222222 tem 9 digitos. Se A = 3, entdo B =9
e
999999999 + 3 = 333333333,
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que também tem 9 digitos.

Se A = 4, entdo B = 6. E o que acontece, neste caso, é que a divisdo de
666666666 por 4 nao é exata. De fato, a divisdo tem quociente 166666666 e resto 2.
Logo, A néo pode ser 4.

Se A =5, entdo B = 5 também e, portanto

555555555 +H = 111111111,

que tem 9 digitos e ndo termina em 5.
Se A = 6, entdo B = 6 também e, portanto

666666666 ~ 6 = 111111111,

que tem 9 digitos e ndo termina em 6.

Se A = 7, entdo B = 9. E como no caso A = 4, vemos que a divisdo de
999999999 por 7 nao é exata. De fato, a divisdo tem quociente 142857142 e resto 5.

Se A = 8, entdo B = 4. E como anteriormente, a divisdo de 444444444 por 8
nédo é exata, tendo quociente 55555555 e resto 4.

Por fim, se A =9, entao B = 1. E dividindo

111111111 + 9 = 12345679,

que é um numero de 8 digitos terminado em 9. Portanto, a multiplicacdo que
Jodozinho escreveu no quadro foi

12345679
x 9
111111111

Completando o tabuleiro — Solucao

Para completar o tabuleiro, basta procurar por casas onde s6 temos uma opcéo
de letra para preenché-la, por exemplo:

A/B|C|D|FE
*

Al B|C

Vemos que onde esta a estrelinha x, s6 pode estar a letra B, porque na coluna de
* aparecem D e C', e em uma das diagonais aparecem A e E. Logo ficamos com:

A|/B|C|D|FE A/B|C|D|FE
B B

%

A|B|C AlB|C
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Agora olhamos para a posi¢do de x acima. Em uma das diagonais ja aparecem
A, B e E, enquanto que na coluna aparece C. Portanto, sobra a letra D para a
posicdo de x. Como ja temos 4 letras na diagonal grande, podemos completar a
diagonal com a letra C.

A|/B|C|D|FE A|B D\ E
B B

DT |Q

D
A|lB|C A
C C *
Para a posicdo acima, vemos que na coluna ja aparecem B, C' e D, e em uma

das diagonais aparece a letra A. Portanto, no lugar de x temos a letra F, e
podemos completar a coluna com a letra A.

C

A/B|C|D|FE A|/B|C|D|FE
Al B x| A|B
D D
A|B|C A|B|C
C E C E

Continuando com o raciocinio, na posi¢do de ~ acima s6 pode aparecer a letra
FE, pois em uma das diagonais temos as letras A, C' e D, enquanto que na linha
temos a letra B. Com isso completamos a diagonal maior com a letra B.

A|/B|C|D|FE Al/B|C|D|FE

E|A|B E|A|B
D D
Al B|C A|lB|C

C E B| |[C|x|FE B

Agora completamos a ultima linha. Na posicao de » s6 pode aparecer a letra
D, pois na linha ja temos B, C' e F, e na coluna temos a letra A. Para completar
essa linha, falta s6 a letra A:

A|/B|C|D|E
E|A|B
D
A|B|C
C|D|FE|A|B

Agora podemos facilmente completar a segunda e quarta colunas, ambas ja tém
4 letras:

AIB[C[DIE| [AIB[C|DJE
E|A|B « | E[A|B
C|DE i |C|D|E
A|B|C A|B|C
C/DIE|A|[B| [C|D|E[A|B
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Olhando para a posicdo de » acima, vemos que na linha ja aparecem A, Be E e
na coluna aparece a letra C, entdo ~ tem que ser a letra D. Por outro lado, na
linha de { aparecem as letras C', D e E e na coluna aparece a letra A, portanto
é a letra B. Completando a coluna ficamos

A|B|C|D|FE
D\ E|A|B
B|C|D|FE
E|A|B|C
C|D|E|A|B

Tudo que falta é completar agora a dltima coluna, o que é facil pois ja temos 4
letras em cada linha:

D\ E|A|B|C
B|C|D|FE|A
E|A|B|C|D
C|D|E|A|B

E é facil ver que esta configuracéo satisfaz as condi¢oes do enunciado.

27| Agua na caixa — Solucdo

Sejam z, y e z as dimenso6es das caixas em centimetros, como mostrado na figura
abaixo. Primeiro, lembramos que 160 mililitros sdo 160 cm?. Ent&o, se ao apoiar-
mos a caixa na face que tem dimensoées y e z, a 4gua atinge com 2 cm de altura,
como na figura abaixo:

2cm

agua Yy
ya

A regido ocupada pela agua forma um paralelepipedo de medidas y, z e 2 cm,
logo
yxzx2 = 160
Y Xz = &0.
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Analogamente, ao apoiarmos a caixa na face de dimensées x e z obtemos

rxzx4 = 160
T X z = 40.

E, por fim, temos
rXyxb = 160
T Xy = 32.

Agora multiplicamos as duas primeiras equacoes, e obtemos
T Xy x 2% = 3200.

Como z x y = 32, entéo
3222 = 3200.

Logo 2?2 = 100 e, portanto z = 10 cm. Agora, sabendo o valor de z, podemos
encontrar os valores de = e y. Pela primeira equacao, vale que 10y = 80, logo
y = 8 cm, e da segunda equacéo vale que 10x = 40, logo + = 4 cm. Portanto as
dimensoes da caixa sdo 4 cm, 8 cm e 10 cm.

28| Dinheiro alienigena — Solucdo

a) Vamos testar os menores valores para descobrirmos. Claramente nao pode-
remos pagar com uma nota de 5 ou 7, pois ndo ha como receber nem 4 e nem 6
de troco. O préximo valor que conseguimos pagar é 10 = 5 + 5 (duas notas de
5), mas nao temos como receber 9 de troco. Depois de 10, conseguimos pagar
12 = 5 4+ 7, mas também néo temos como receber 11 de troco. O préximo valor
que conseguimos é 14 = 7 4 7, o que daria 13 de troco, que também néo pode ser
dado. Depois de 14, podemos pagar 15 = 5+ 5 + 5, e agora sim podemos receber
14 = 7+ 7 de troco. Portanto, o menor valor que podemos pagar é 15.

b) Vamos continuar com o processo acima e escrever que valores podem ser usa-
dos nas maquinas. Ja vimos que 5,7,10,12,14 e 15 podem ser usados. Continu-
ando:

17 = 5+5+7

19 = 54747

20 = 5+5+5+5

21 = TH+T7THT

22 = 5+5+5+7
24 = S5+5+T7T+7
20 = 5+5+5+5+5
26 = H+THTHT
21 = 5+5+5+5+7
28 = T+T7T+7+7.
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Agora, como podemos usar nas maquinas os 5 valores consecutivos 24, 25, 26,
27, 28, é facil ver que, a partir dai, vamos poder usar qualquer valor, pois basta
somar notas de 5:

29 = 24+5, 30=25+5 31=26+5 32=27+5 33=28+5 34=20+5...
Entao, os valores que ndo podem ser usados nas maquinas sio:

1,2,3,4,6,8,9,11,13, 16, 18, 23.

29| Em quantos zeros termina? — Solucdo

a) Para contar a quantidade de zeros no final de um ndmero, basta descobrir
qual é a maior poténcia de 10 que € divisor desse numero. Por outro lado, como
10 = 2 x 5, basta sabermos as poténcias de 2 e 5 que aparecem na fatoracéo do
numero. Entao podemos escrever:

A=2"%x3"x5 x11°=10° x 3" x 5% x 112,

Como o nimero 37 x 52 x 112 ndo é um multiplo de 10, ele ndo termina em 0. Logo,
vemos que o numero original termina em 5 zeros. Na verdade, podemos calcular
o valor e achamos 7277242500000.

b) Como descobrir qual a maior poténcia de 10 que divide o nimero B? Para isso,
basta contar quantas vezes cada fator 2 e 5 aparece na fatoracido de B e a menor
destas quantidades fornece a quantidade de zeros em que termina o nimero B.

Comecamos contando a quantidade de fatores 2. Como cada nimero par tera
um fator 2, temos que contar a quantidade de nimeros pares que existem entre
1 e 137. E isso é bem facil de contar, pois o ultimo niimero par que aparece é o
136 que € igual a 2 x 68. Logo, temos 68 nimeros pares e, portanto, 68 fatores 2.

Porém, isso ndo é tudo. Existem nimeros pares que contribuem com mais de
um fator 2 (o 4 por exemplo). E, na verdade, todos os miltiplos de 4 contribuem
com dois fatores 2, entdo temos que contar também os maultiplos de 4 que séo
em quantidade 136 - 4 = 34. Aqui 136 é o dltimo multiplo de 4 que aparece no
produto. Do mesmo modo, existem niimeros que contribuem com 3 fatores, como
os multiplos de 8 = 23; com 4 fatores, como os multiplos de 16 = 2* e assim por
diante com 32 = 25, 64 = 2° e 128 = 27. Essas sdo as poténcias de 2 menores que
137. Vamos entéo contar todos esses nimeros.

O ultimo multiplo de 8 antes de 137 é 136, logo aparecem 1368 = 17 multiplos
de 8. Ja o ultimo maultiplo de 16 é o 128, logo temos 128 + 16 = 8 multiplos de 16.
Continuando, aparecem 128 - 32 = 4 multiplos de 32, 128 =+ 64 = 2 multiplos de
64 e um unico multiplo de 128. Logo, a quantidade de fatores 2 que aparecem na
fatoracdo do nimero B é

68 +34+17+8+4+2+1=134.
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Agora, basta contar a quantidade de fatores 5. Para isso, seguimos o0 mesmo
processo acima. Aparecem 135 = 5 = 27 multiplos de 5, 125 + 25 = 5 multiplos de
25 e um unico multiplo de 125. Logo, a quantidade de fatores 5 é

27+5+1=233.

Portanto, como a quantidade de fatores 5 € menor que a quantidade de fatores 2,
quer dizer que o numero B termina em 33 zeros.

Quadrados de Sofia — Solucdo

Seja ¢ a medida do lado do quadrado A como na figura abaixo. Entéo o lado do
quadrado B também mede ¢, enquanto que o lado do quadrado C' mede 2¢ — 1.

E
C
L]
20— 1 1
12 14
D
12 A 14 B 1

Ja a medida do lado do quadrado D é igual a medida do lado do quadrado
B mais 2. Logo, o lado do quadrado D mede ¢ + 2. Por fim, a medida do lado
do quadrado F é igual a medida do lado do quadrado D mais 1 e, portanto, o
quadrado F tem lado 7 + 3.
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E
C
(+3
1 C+2
20 —1 1
14 14
042 D
1 A 14 B 1

Mas como a figura final é um retangulo, vale que os lados opostos sdo iguais.
Portanto, se somarmos as medidas dos lados dos quadrados A e C, temos que
obter o mesmo resultado que se somarmos as medidas dos lados dos quadrados
E e D. Logo, vale

(+(20—-1) = ((+2)+(£+3)
3—1 = 20+5
¢ = 6cm.

Portanto, o retangulo tem lados ¢ + (2¢ — 1) =17cme { + { + ({ + 2) = 20 cm.
Logo, a area do retangulo é 17 x 20 = 340 cm?.
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Mantenha a soma — Solucdo

a) Na linha inferior a soma é 2+ 3+ 5 = 10. Como as somas ao longo de qualquer
lado sdo iguais, o nimero que falta no canto superior a direita do quadrado deve
ser igual a 2, como na figura a seguir:

O—00—~0®

O—0C—O6

Faltam mais dois nimeros a serem preenchidos. Novamente, como a soma
deve ser 10 em qualquer lado, os nameros que faltam séo 1 e 3, como na figura a
seguir:

O—O0O—~0O

® ®

O—0C—0G

b) Vamos chamar de x e y os nimeros a serem colocados nos cantos superiores
do quadrado, como na figura a seguir:

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



100 Nivel 2 - Solucoes

O—©@—=0O

As somas devem ser constantes ao longo de qualquer lado ou diagonal dese-
nhada. A soma ao longo do lado superior é x+9+y, logo todas as somas devem ser
iguais a x + 9 + y. Observando as somas ao longo dos lados verticais, deduzimos
que os cantos inferiores devem ser iguais a y — 6 e = + 3, como na figura a seguir:

Q—0O0O—0®

®

y—-6\ @ x+3

Falta verificar a soma ao longo da diagonal desenhada e do lado horizontal infe-
rior. A soma ao longo do lado horizontal inferior é igual a

(y—6)+12+ (z+3)=2+9+v,

verificando a soma desejada. Verificando a soma ao longo da diagonal desenha-
da, obtemos
r+ 17T+ (x+3)=2+9+y,

de onde concluimos que y = x + 11. Logo, qualquer solucéo sera da forma

o) ®

D) 3 g
X+5) @ +3

Como o valor de x ainda néo foi fixado, podemos obter muitas soluc¢ées! Por
exemplo, tomando = = 0, obtemos a solucéo:
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¢) Chamemos de x e y 0os nimeros vizinhos aos nimeros 3 e 4, como na figura a

seguir:
- W

Como a soma ao longo de cada segmento é constante, os dois préoximos nimeros
devem ser iguais a 3 e 4:

Como ha 40 circulos no desenho, ha 20 circulos na linha de cima e 20 circulos na
linha de baixo. Continuando o processo acima, vamos obter:

Observe o z no canto superior mais a direita. Este = esta ligado ao 4 e ao y. Como
x4+ 4 = x +y, concluimos que y = 4. Logo, os numeros nos dois circulos cinza séo
iguais a 4.
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|Z| Mova os fosforos! — Solucdo

Observe a figura abaixo:

Colocando o palito de fésforo 1 na posicéo a, o 2 na posicdo b,o3naceo4nad,
obtemos a seguinte figura composta por trés quadrados de tamanhos distintos:

@ Desigualdades e triangulos — Solucdo
a) As outras desigualdades sdob < a+cec < a—+b.

b) Conforme a sugestio, desenhamos um retangulo idéntico em cima do retan-
gulo original, com o segmento de comprimento b refletido:

8
3 b
b
3 a
8
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Em seguida, tracamos o segmento tracejado abaixo:

8

8

Aplicando o Teorema de Pitdgoras a diagonal, temos que d*> = 62 + 82. Portanto,
d?> = 100, e dai d = 10. Aplicando a desigualdade triangular ao tridngulo cujos
lados séo a, b e a diagonal, obtemos a + b > 10.

¢) Vamos desenhar quatro quadrados da seguinte maneira:

Em seguida, vamos copiar os segmentos de comprimentos a, b, ¢ e d da seguinte
maneira:
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Observe que os segmentos de comprimento b e d foram refletidos pelo eixo ver-
tical. Como a menor distancia entre dois pontos é dado pelo comprimento do
segmento de reta que liga os dois pontos, temos que a + b+ ¢+ d € maior ou igual
a duas vezes o comprimento da diagonal do quadrado.

Numeros invertidos — Solucdo

a) Estamos procurando um ndmero de cinco algarismos ABCDE tal que
ABCDE x 9= EDCBA.

Somando ABCDFE dos dois lados dessa igualdade, obtemos que ABCDE x 10 =
EDCBA + ABCDE. Mas o numero ABCDFE x 10 pode ser representado ainda
pelos algarismos ABC DE(. Sendo assim, obtivemos que FEDCBA + ABCDE =
ABCDEQ0. Para visualizar melhor, mostramos essa igualdade da seguinte forma:

E D C B A
C D FE
D E 0

+ A B
A B C

Quando somamos dois nimeros contendo cinco algarismos e encontramos
como resultado um nimero contendo seis algarismos, esse ultimo niimero tem o
seu primeiro algarismo igual a 1. Assim, temos que A = 1:

Qlw T
T|Q Q
= O W

E 1
+ 1 FE
1 B 0
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Como A = 1 e o ultimo algarismo do resultado da soma é igual a 0, necessari-

amente devemos ter £ = 9:

1
9 D C B 1
+ 1 B C D 9
1 B C D 9 0
0 que implica que:
1
D C B
+ B C D
B C D 9

Agora, temos duas possibilidades para o valor de B. Devemos ter entdo B = 1

ou B =0.

No caso em que B = 1, temos que:

Assim, devemos ter que D = 7 e entéo:

ou de maneira mais simples:

1
D C 1
+ 1 C D
1 C D 9
1
7T C 1
+ 1 C 7
1 ¢ 7 9
7 C
+ 1 C
1 C 7

0 que é impossivel, ja que a soma de dois nimeros que terminam com o mesmo
algarismo deve resultar em um ndmero par.
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Vamos nos concentrar no caso B = 0, do qual obtemos entao:

1

D C 0

+ C D

C D 9

Assim, temos que D = 8:

1

8 C 0

+ C 8

C 8 9

o que nos da C = 9. Concluimos, portanto, que ABCDE = 10989.
b) A solucdo desse item é semelhante aquela do item anterior. Estamos procu-
rando um numero de sete algarismos ABCDEFG tal que ABCDEFG x 9 =
GFEDCBA. Somando ABCDEFG dos dois lados dessa igualdade, obtemos que:

+
A

Logo, concluimos que A =1 e que G = 9, obtendo assim:

QW =
S| Q @
= o O
NiEQ
ol W o~

+

B

Dai, concluimos que B = 1 ou que B = 0. Se fosse correto que B = 1, entéo,
para que o ultimo algarismo do resultado fosse igual a 9, deveriamos ter que F' =
7. Logo, a ultima soma mostrada tem um nimero comeg¢ando com o algarismo
7 e outro com o algarismo 1 e ndo poderia resultar em um numero contendo

seis algarismos. Assim, devemos abandonar a possibilidade de que B = 1 e nos
concentrar no caso B = 0. Nesse caso, temos que /' = 8 e entao a soma fica:

8 EFE D C
+ D F
E 8

C
¢ D
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Temos agora duas possibilidades: C' = 8 ou C = 9. Se fosse correto C' = 8
entdo teriamos que £ = 0. Nesse caso, a soma acima ficaria:

8 0
+ 8
8 D

Sllvllw
w|o o

0 que é impossivel, ja que para que D + D termine com o algarismo 0 deveriamos
ter que D = 5 e assim:

8 0 5 8
+ 8 5 0
8 5 0 8

o que é, claramente, errado! Logo devemos abandonar a possibilidade de que
seja C' = 8 e nos concentrar no caso C' = 9. Nesse caso, temos que £ = 9, logo:

1
8 9
+ 9
9 D

co|O© ©

que s6 pode ser satisfeita se D = 9.
Assim, a Unica possibilidade é ABCDFEFG = 1099989.

[5] Ponto e linha sobre plano — Solucdo

a) Eis uma forma de passar pelos nove pontos com quatro linhas retas sem tirar
o lapis do papel:

b) Eis um argumento para mostrar que nao é possivel fazer o mesmo do item
anterior com apenas trés retas: com uma reta podemos passar por no maximo
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trés pontos. Logo, para passar pelos nove pontos, cada reta deveria cobrir trés
pontos distintos. Mas nesse caso, as retas seriam paralelas! Logo, néo é possivel.

c¢) Abaixo, uma forma de passar pelos dezesseis pontos com seis linhas retas sem
tirar o lapis do papel:

Ha muitas outras!

IE Jussara gosta de fazer copias reduzidas — Solucdo

a) Usaremos aqui que a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a
180°. Considere a seguinte figura:

B

A 2 C

Usando os angulos internos do tridngulo ABC, concluimos que « + 5 + 90° =
180°. Logo temos que o + S = 90°. Um mesmo raciocinio nos fornece que o + v =
90°. Assim, temos que § = . Logo, os tridngulos BAC e AP,C tém angulos com
mesmas medidas, logo sdo semelhantes.

b) Vimos no item a) que os triangulos BAC e AP,C sdo semelhantes. Assim,
obtemos que a razio entre os catetos adjacentes aos angulos correspondentes
deve ser igual a razio entre as hipotenusas. Ou seja,

AP _ JAC]
|AB| |BC|
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Segue dai que
|AC| x |AB] 3 x4 12
AP |BC| 5 5

Observacao: Note que
AP |AC| 4

|AB| — |BC| 5

ou seja, a razédo de semelhanca entre esses dois tridngulos é igual a 4/5.

c) Como a razao de semelhanca entre os triangulos é igual a 4/5, temos que a
base e a altura do tridangulo AP,C medem 4/5 da base e altura do triangulo ABC
respectivamente. Assim temos que:

Area(APlC) _ base(APlC)X%altura(APlC) _ 4/5><base(ABC’)><24/5><a1tura(ABC)
AB 1 A
%base( C ><2a tura(ABC) _ é_g % Area(ABC’)

Segue dai que a razéo entre as areas dos triangulos AP,C' e ABC é igual a 16/25.

d) Usando um argumento semelhante ao do item a), conclui-se que os tridngulos
AP,C e P, P,C sao semelhantes. Pela figura abaixo,

B
S
LJ Pl
p
b I
A C
conclui-se que
|PLBy|  [PC
AP [ACT

Como a razéo de semelhanca entre os triangulos AP,C e ABC é igual a 4/5, vale
que
|PPy| 4

|AP| 5

Dai, concluimos que a razdo de semelhanca entre os triangulos P,P,C' e AP,C
também é igual a % Portanto, a proporcéo entre as suas areas é também igual a
16/25.

e) Através da figura

www.obmep.org.br OBMEP - Banco de Questdes 2014



110 Nivel 2 - Solucoes

A C

e um procedimento analogo ao dos itens a) e d), vemos que os tridngulos P;PsC),
P,PsC, P3P,C, P,PC, PLP,C, AP,C e BAC sao todos semelhantes, sendo a razao
de semelhanca entre dois desses tridngulos consecutivos igual a 4/5. Logo, a
razdo entre as areas de dois desses tridngulos consecutivos é igual a 16/25. Dai,

Area(P5P6(J) = xArea(P4P5 :(2—6

) x Area(PyP,C) = - - - =
= (%) x Area(P P,C) = (1 ) x Area( APlC)
16 6

2%
= (—5)6 x Area( ABC = (32)" x 4.

Maior ou menor? — Solucdo

a) Para ver qual nimero é maior, fazemos:
240 — 23-13+1 —9. 23-13 —9. (23) 13 —9. 813
14
328 _ 9214 _ <32> _gl4 _g.g13
Como 2 - 813 < 9913, concluimos que 2*° < 328,

b) Para ver qual nimero é maior, fazemos:

14
3111 < 3911 — (25) — 055 956 _ (24> <174
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Dr¢. Maria Amélia viaja — Solucdo

a) Ha muitas solugoes possiveis. Uma delas é a solugdo mostrada abaixo:

/\
Enapolis

Za

b) A solucdo anterior também serve para este item!

Anapolis Beapolis

Deapolis Ceapolis

¢) Uma maneira seria verificar todos os caminhos possiveis. Entretanto, facamos
uma solucdo mais legal. Comecemos colorindo os pontos que representam as
cidades de preto (P) e branco (B) conforme ilustrado abaixo:

lapolis
)

Anapolis O

Beépolis

Efeapolis( ) Agapolis

O

Deapolis O
Geapolis

Ceépolis

Qualquer caminho passando uma vez por cada um dos pontos deveria visitar
5 pontos brancos e 4 pontos pretos. Note que, a partir de um ponto preto somente
é possivel seguir para um ponto branco e, da mesma forma, a partir de um ponto
branco somente é possivel seguir para um ponto preto. Logo, se fosse possivel
sair do ponto representando a cidade de Anapolis e voltar para esse mesmo ponto
passando uma vez por cada um dos outros pontos, a sequéncia das cores dos
pontos visitados deveria ser uma sequéncia alternada do tipo P, B, P,B, P, B, ...
Logo, essa sequéncia deveria ter a mesma quantidade de pontos pretos e pontos
brancos. Mas ja haviamos determinado que essa sequéncia deveria ter 5 pontos
brancos e 4 pontos pretos! Logo, néo é possivel que tal caminho exista.
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[9] Quadrados e mais quadrados — Solucao

a) Observe a figura:

3 6-X
6
6 X
9 6 X
Por semelhanca de tridngulos, temos que
6—x §
r 6

Portanto, v = 4.

b) Temos que os quadrados sdo semelhantes numa razéo de . Ou seja, cada

novo quadrado tem um lado com comprimento igual a % do lado anterior. Logo, o
2014° quadrado tera um lado igual a

Divisao na medida — Solucdo

A ideia é determinar o valor de melancias em termos de jacas. Como sdo 18430 =
48 melancias e 24 jacas, temos a proporcéo

48 melancias — 24 jacas
1 melancia — X jacas

o que da x = 1/2. Ou seja, uma melancia equivale a meia jaca. Como Renato
tinha 30 melancias, este deve receber 15 jacas. Como Leandro tinha 18 melan-
cias, este deve receber 9 jacas.
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Comissoes — Solucdo

a) Para escolher o porta-voz, temos 10 possibilidades, ja que sdo dez alunos. Es-
colhido o porta-voz, temos agora 9 possibilidades para escolher o aluno que sera
o diretor de artes. Finalmente, para escolher o assessor técnico, restam 8 possi-
bilidades. Logo, temos

10 x 9 x 8 =720

maneiras diferentes para escolher a comissio pedida.

b) Podemos listar todas as comissoes que tém os trés alunos Marcelo, Leandro e
Renato. Estas sao:

Porta-voz Diretor de Artes Assessor Técnico

Marcelo Renato Leandro
Marcelo Leandro Renato
Renato Leandro Marcelo
Renato Marcelo Leandro
Leandro Marcelo Renato
Leandro Renato Marcelo

Logo, temos seis comissoes possiveis. Outra maneira de obter o mesmo resultado
seria: para escolher o porta-voz, temos 3 possibilidades dentre Marcelo, Renato
e Leandro. Escolhido o porta-voz, restam duas possibilidades para escolher o di-
retor de artes. E escolhidos os dois cargos anteriores, s6 resta uma possibilidade
para escolher o ultimo cargo. Logo, temos

IXx2x1=6

maneiras diferentes para escolher uma comissao que tenha os alunos Marcelo,
Leandro e Renato.

¢) Agora nao ha mais cargos. Logo, as comissodes listadas no item b) sdo todas
iguais (representam a mesma comisséo formada por Marcelo, Renato e Leandro).
Para contar quantas sdo as comissdes sem cargo, vamos agrupar as comissoes
com cargos (porta-voz, diretor de artes e assessor técnico) em grupos de seis
comissoes que tenham os mesmos trés alunos. Como sdo 720 comissdes com
cargo, e sdo grupos de 6 com as mesmas pessoas, obtemos

720
— =120
6

maneiras diferentes de compor uma comissdo sem cargos.
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Linulas — Solucdo

a) Denotemos por r o comprimento dos catetos AB e AC. Aplicando o Teorema de
Pitagoras no triangulo retangulo ABC, temos que o comprimento da hipotenusa
BC é igual a v/2r. Observe a figura abaixo:

[+
B r A

Como mostrado acima, o comprimento do raio da semicircunferéncia de cen-
tro em D e extremos B e C é igual a metade do comprimento da hipotenusa, ou
seja, igual a @r.

A area da semicircunferéncia com centro em D € igual a

1 (\/5 >2 r
—ml—=r) = —.
2 2 4

A area do quarto de circunferéncia com centro em A e extremos B e C' é igual a

wr?

4

Logo, sédo iguais! Observe que a area hachurada abaixo é comum a essas duas
regides (a semicircunferéncia de centro em D e o quarto de circunferéncia com
centro em A).
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Como as duas regides tém mesma area e, de cada uma delas foi retirada uma
mesma area (a regido hachurada), o que sobrou também € igual. Portanto, as
areas em cinza sao iguais.

b) Observe a figura abaixo:

Vamos chamar de Sy a area da semicircunferéncia com centro em E e extremos
A e B. Temos que

Vamos chamar de S a area da semicircunferéncia com centro em F' e extremos
Ae C. Temos que

O

Vamos chamar de S; a area da semicircunferéncia com centro em G e extremos
B e C. Temos que

2

1 saN2 7a
se=4e(3)' - 55
¢T3\ 8
Como o triangulo ABC' é retangulo, pelo Teorema de Pitagoras, sabemos que
a>=b"+c*.
Disso, podemos concluir a relacédo entre as areas

Sq = Sg + SF.

Observe agora a figura abaixo:
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(®X]

a
2

A regido hachurada cobre tanto parte da semicircunferéncia de centro em G
como parte das semicircunferéncias com centros em F e F. Como Sg = Sg + Sp,
e da regido S; foi retirada uma area igual a area retirada das regides Si e Sk
(a area hachurada), concluimos que o que restou também é igual! Logo, a area
do triangulo retangulo ABC' é igual a soma das areas em cinza entre os arcos de
circunferéncia.

[13] A soma de Vladimir — Solucdo

Como a > ¢, 0o numero abc é maior que os numeros cha e cab, e entdo devemos ter
abc = cba + cab. Assim,

100-a-+10-b+c=(100-c+10-a+b) + (100 - c+ 10 - b+ a),

e entdo 89a = 199¢ + b.

Note que 10 > a = (199-¢+b)/89 > 2¢, e que a = (199-¢+b)/89 < (199-¢+10-¢)/89 <
3 - c. Em particular, 5 > ¢. Separemos em casos conforme o valor de c.
e Se ¢ = 1: Deveriamos ter 2 < a < 3 e ndo ha algarismo a que cumpra isso.

e Sec=2: Deveriamoster4 <a < 6. Entaioa=5eb=89-a— 199 -c = 47. Nao
ha solucdo nesse caso.

e Se ¢ = 3: Deveriamoster 6 <a < 9. Entdoa=7oua=8,eb=89-a—199-¢ >
89(7) — 199(3) = 26. N&o ha solucéo nesse caso.

e Se ¢ = 4: Deveriamos ter 8 < a < 12. Entdoa =9eb=89-a—199-¢c = 5. Nesse
caso, os numeros formados por Vladimir sdo 954, 459 e 495.
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[14] Niimeros no tabuleiro — Solucao

a) Vamos colocar as seguintes letras para representar os nimeros colocados no
tabuleiro, da maneira mostrada na seguinte figura:

M|N|P|Q|E
R|S|T|D
uvlv|c

W |B

A

Observe que, pelas regras,

* A é maior que os numeros M, R, U e W.

* B é maior que os numeros M, R, U W , N, SeV.

* (' é maior que os numeros M, R,U,N,S,V,PeT.

* D é maior que os nameros M, N, P, QQ,R,SeT.

* F é maior que os numeros M, N, P e Q.

Podemos assim concluir que qualquer nimero na diagonal principal é sempre
maior que pelo menos 4 numeros distintos e, portanto, sdo todos maiores ou

iguais a b.

b) Podemos colocar primeiro os seguintes nimeros para conseguir os nimeros

desejados na diagonal principal.

11213145
6171819
101112

13 |14

15

Finalmente, preenchemos o resto das casas, por exemplo, do seguinte modo:

5

16

10

11

12

17

18

13

14

19

20

21

15

22

23

24

25
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¢) Ordenemos os nimeros A, B,C, D e £ do menor para o maior, obtendo
a<f<y<b<o.

Pela parte a), sabemos que
a > 5. (*)

Agora, {«, f} deve coincidir com algum par em {A, B,C, D, E}, digamos que
{a. 8} = {A E}.

Como 3 > Ae 3 > E entdo 3 deve ser maior que os numeros M, N, P,Q, R, U e W.
Além desses 7 numeros, $ deve ser maior do que «, o qual é um nimero distinto
dos 7. Assim, concluimos que 5 é maior que 8 nimeros e portanto 5 > 9.

Vamos supor agora que D € {«a, 3}. Nesse caso, § > D e, portanto, 5 € maior do
que M,N,P,Q),R,S eT. Também [ é maior do que «, e concluimos que /3 é maior
do que 8 numeros distintos. De novo provamos que S > 9. De modo analogo, se
B € {a, 5} ou C € {a,}, vamos ter que § é maior do que 8 nimeros distintos.
Assim, temos provado que em qualquer caso,

B >0 (%)

Consideremos agora o trio {«,3,7}. Suponhamos que {«, 5,7} = {A, B, E}.
Como v é 0o maximo nimero entre A, B e C, entédo + deve ser maior que

{M,N,P,Q,R,S, T, U W}.

Além disso, v deve ser maior que « e 5. Dai, v deve ser maior que 11 nimeros.
Portanto, v > 12. Qualquer outra possibilidade para o trio {«, 5,7} leva a mesma
conclusao:

vo> 12, (k)

Quando consideramos agora as possibilidades para {«, (3, , 0}, concluimos que 6
deve ser maior que todos os nimeros em {M, N, P,Q, R, S,T,U,V, W} e maior que
a, 0 e . Portanto

6 > 14. ()

Finalmente, o > 0 e, assim,

o > 15. (e %)
De (*), (**), (***), (%) e (k %), obtemos que

A+B+C+D+FE=a+pB+y+0+0>5+9+12+ 14+ 15.
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Retangulos formando um quadrado — Solucéo

Na seguinte figura, a area do retangulo M NPC é |M N| x |NP|, enquanto que a
area do retangulo NQFP é [NQ| x |NP|. Para que as areas desses retangulos
coincidam, é necessario que |[NQ| = |[MN| = 3.

M

B C
3

N p

E F
Q

A D

Se chamarmos |BM| = ¢, a area do retangulo FBM (@) sera dada por ¢x(3+3) = 6/.
Para que a area dos retangulos M NPC e NQF P seja também 6/, é necessario
que |[NP| = 2¢. Assim, a medida do lado do quadrado deve ser iguala BM+NP =
3.

M
Br— C
3
2
N £ P
3
E F
Q@
A 57 D

Em particular, |AD| = 3/, e para que a area do retdngulo AEF' D coincida com
6/, é necessario que |F'D| = 2. Observe agora que o lado do quadrado coincide
com |MN|+ |NQ|+ |FD| =3+ 3+ 2 = 8. Finalmente, concluimos que a area do
quadrado ABCD é igual a 82 = 64.
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Cinco piratas e um tesouro — Solucdo

Sejam a, b, ¢, d, e as quantidades de moedas recebidas pelos cinco piratas. O
numero total de moedas é S = a+b+c+d+e. O primeiro pirata recebeu metade do
que receberam os outros quatro em conjunto, isto é, a = (b+c+d+e)/2 = (S—a)/2.
Entédo a = S/3. O segundo pirata recebeu a terca parte do que receberam os
outros quatro em conjunto, isto é, b = (a +c+d+¢€)/3 = (S —b)/3. Portanto,
b = S/4. O terceiro pirata recebeu a quarta parte do que receberam os outros
quatro em conjunto, isto é, ¢ = (a +b+d+e)/4 = (S — ¢)/4. Entéo ¢ = S/5.
O quarto pirata recebeu a quinta parte do que receberam os outros quatro em
conjunto, isto é, d = (a +b+c+e)/5 = (S —d)/5. Dai, ¢ = 5/6. Assim, o ultimo
pirata recebeu

N=e=S—-a—-b—c—-d=S-2-2_2_2 -2

Portanto, o cofre tinha S = 1800 moedas antes da diviséo.

Numeros balanceados — Solucdo

a) Vamos contar primeiro os valores possiveis para o par (a,b). Observe que a
nio pode ser igual a zero, por ser o primeiro algarismo em abcd. Mas a pode
tomar qualquer valor em

{1,2,3,4,5,6,7,8},

porque por cada um desses valores, o nimero 8 — a da como resultado um valor
apropriado para b. Contamos, assim, 8 possibilidades para o par (a,b). Para
contar os valores possiveis para o par (c, d), basta ver que c pode tomar qualquer
valor no conjunto

{0,1,2,3,4,5,6,7,8},

e, para cada um desses valores, o numero 8 — ¢ da como resultado um valor
apropriado para d. Sdo assim 9 possibilidades para o par (¢, d). Os nameros abcd
que cumprem com a + b = ¢ + d = 8 sdo as combinacoes de ab e cd. A resposta é,
portanto,

8 x9="72

b) Comecemos contando as possibilidades para o par (a,b). Observe que se a
fosse menor do que 7, o nimero 16 — a seria negativo e néo seria, entao, um valor
apropriado para b. Portanto, os valores possiveis para a sao

{7,8,9}.

Contamos, assim, 3 possibilidades. Observe agora que para o par (c,d), as possi-
bilidades sdo exatamente as mesmas que para (a, b):

(7,9), (8,8 e (9,7).
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Finalmente, os nimeros abcd que procuramos resultam de combinar as possibi-
lidades para ab e cd. A resposta é, portanto,

3 x3=09.

¢) Devemos contar os nimeros abcd de modo que a+b = ¢+ d. Contemos primeiro
aquelesem que a +b=c+d = sparaum 1 < s < 9. As possibilidades para os
pares (a,b) e (¢,d) nesses casos se calculam de modo similar ao do item a). Os
valores possiveis para a séo

{1,2,...,s},
porque, para todos esses valores, o numero s — a é um valor permitido para b.
Contamos, assim, s possibilidades para o par (a,b). Por outro lado, os valores
permitidos para c sao
{0,1,2,...,s},

porque, para todos esses valores, o nimero s — ¢ é um valor permitido para d.
Contamos agora s + 1 possibilidades para o par (c,d). Finalmente, combinamos
as possibilidades para os pares (a,b) e (¢, d), e contamos assim

sX (s+1)

ndmeros abed tais que a+b=c+d =s,com s € {1,2,...,9}. Considerando todos
os valores de s entre 1 e 9, teremos no total

1x242%x34+---4+9x10=2330

numeros abcd taisque 1 <a+b=c+d < 9.

Observe que o maximo valor possivel para a+b = c+d = s é 18. Ainda resta entao
considerar o caso em que 10 < s < 18. Para que s — a seja um valor permitido
para b é necessario que 0 < s — a < 9. Isso implica que

s—9<a<s.
Mas como a deve ser menor ou igual a 9, os valores possiveis para a serédo
{s—9,s—8,...,9}.

Quando 10 < s < 18, é simples verificar que todos esses valores sdo permitidos
para a, porque s —a é também um valor permitido para b. Contamos assim 19 — s
possibilidades para o par (a, b). Por outro lado, como no item b), as possibilidades
para o par (a,b) séo exatamente as mesmas possibilidades para o par (¢, d). Com-
binando, obteremos (19—s) x (19— s) possibilidades para abcd com a+b = c+d = s
e s € {10,11,...,19}. Considerando as somas s de 10 até 18, contamos

92484724+ 12 =285

numeros abed tais que 10 < a + b = ¢ + d < 18. Finalmente, a resposta é que
existem 330 + 285 = 615 numeros abcd tais que a + b = ¢ + d.
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O passeio de Florinda — Solucdo

Nesse exercicio todas as distancias estdo dadas em metros. Observe na seguinte
figura que os segmentos retilineos horizontais possuem comprimentos impares
enquanto que os verticais possuem comprimentos pares.

(e]
—_

Se consideramos somente os segmentos retilineos horizontais, obtemos que o
deslocamento horizontal total é igual a

1-3+5-7+9—-114+13 —---+25—-27+29.

Para calcular esse valor, podemos associar os termos do seguinte modo:

1-3+5-T7T+9-11+4+13—...-27+4+29
S—— N — ———
+2 +2 +2 +2

O deslocamento horizontal total é, entao, iguala 1 + 2 x 7 = 15.

Considerando agora os deslocamentos verticais, e calculando de modo similar,
obtemos

2—-44+6—-84+10—-12+14—...-28+30=2+2 x 7 = 16.
—— —— —— ——
+2 +2 +2 +2
B
16
A 15 [ |

Finalmente, pelo Teorema de Pitagoras, concluimos que o deslocamento total é
igual a

V152 + 162 = /481.
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Sonho impossivel — Solucdo

Podemos calcular a soma de todos os nimeros de 3 algarismos

(100 + 999) x 900

100 + 101 + 102 + - - - + 999 = 5

= 1099 x 450.

Por outro lado,
abc + def + abedef = abec + def + 1000 x abc 4 def.
O sonho de Wanderson pode entao ser escrito como a equacéo
1099 x 450 = 1001 x abc + 2 x def.
Observemos que o namero 1099 x 450 pode ser escrito como
(10014-98) x 450 = 1001 x 450+44100 = 1001 x 450+ 1001 x 44456 = 1001 x 494+ 56.

Isto implica que
1001 x (494 — abc) 4+ 56 = 2 x def.

O lado direito da equacdo é um nimero par. Para que o lado esquerdo seja par, é
necessario que 494 — abc seja par. Dividindo por 2, temos que

494 —
1001XM

+ 28 = def. ()
Sabemos que (494 — abc)/2 deve ser um numero inteiro. Se (494 — abc)/2 = 0, o
lado esquerdo seria igual a 28 e néo obteriamos um numero de 3 algarismos. Se
entretanto (494 — abc)/2 = 1, o lado esquerdo seria igual a 1029 e nédo obteriamos
um nudmero de 3 algarismos. Portanto a equacdo (&) ndo pode ser satisfeita.
Concluimos que o sonho de Wanderson é impossivel.

Triangulos no dodecagono — Solucdo

Podemos inscrever o dodecagono regular em um circulo como mostra a seguinte
figura:
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Entao os arcos que correspondem a cada um dos lados do dodecagono devem
medir (360/12)° = 30°.

a) Os tridngulos equilateros que podemos formar estariao também inscritos no
circulo. Sabemos que a medida do arco que corresponde a um lado de um trian-
gulo equilatero inscrito em uma circunferéncia deve ser (360/3)° = 120°.

120°

120°

120°

Se fixamos um vértice, digamos A no grafico, existira entdo um tdnico tridngulo
equilatero usando o vértice A.

Podemos contar assim 12 tridngulos (um para cada vértice). Neste caso, cada
triangulo seria contado 3 vezes. Concluimos que entéo existem 12/3 = 4 tridngu-
los equilateros inscritos no dodecagono.

b) Para contar o nimero de tridngulos escalenos, podemos contar o nimero total
de tridngulos e subtrair o numero de triangulos isésceles e equilateros.

Primeiro, contaremos os tridngulos isésceles que ndo sdo equilateros. Fixemos
um vértice, digamos, A. Existem 4 tridngulos isésceles ndo equilateros inscritos
no dodecagono cujo vértice A corresponde ao angulo desigual.
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R q R g

Podemos contar, assim, 4 triAngulos isésceles por cada vértice do dodecagono,
isto é, 4 x 12 triangulos isdésceles néo equilateros no total.

Contemos agora o numero total de triangulos. Para determinar um triangulo,
devemos escolher trés vértices no conjunto de 12 vértices do dodecagono. Para
escolher o primeiro vértice do tridngulo, temos 12 alternativas, para o segundo,
11 e para o terceiro, restam 10. Mas no produto 12 x 11 x 10 estamos contando
varias vezes um mesmo tridngulo. Observe que ha seis formas possiveis para
ordenar os vértices de um tridngulo ABC, as quais estéo listadas abaixo:

ABC, ACB, BCA, BAC, CAB e CBA.

Portanto, no produto 12 x 11 x 10, cada tridngulo esta sendo contado 6 vezes.

Concluimos que ha, no total, 2>1% = 220 tridngulos inscritos no dodecégono.

Dai, o namero de tridngulos escalenos sera igual a

220 -4 x 12 — 4 = 168.
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O perimetro do hexagono — Solucdo

Prolongamos os lados BC' e ED do modo indicado na figura seguinte:

B P C R

F E

Sendo ABCDEF um hexagono regular, cada angulo interno mede 120°. Portanto,
£LRCD = 60°, LRDC = 60°, e concluimos que o tridngulo DRC é equilatero de
lado 4.

B P C 4 p

F E

Como |PR| = |QR| = 6 e LPRD = 60°, temos que o tridngulo PQR é equilatero
de lado 6. Portanto, |PQ| = 6.

F 4 B

Agora é facil calcular o perimetro do hexagono ABPQFEF: 4+2+6+2+4+4 = 22.
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[22] Niimeros equilibrados — Solucdo

Um numero de quatro algarismos é equilibrado quando um de seus algarismos,
digamos a, é a média dos outros trés algarismos, digamos b, c e d, ou seja, quando
(b4 c+d)/3 = a ou, equivalentemente, quando (a + b+ c+d)/4 = a. Vemos assim
que um numero N de quatro algarismos é equilibrado quando ele satisfaz as
duas seguintes condicoes:

(1) A soma de seus algarismos, digamos S, é divisivel por 4;

(ii) S/4 é um dos algarismos de N.

(a) Dos nimeros da forma 100z, os tinicos que satisfazem a condic¢fo i) sdo 1003
e 1007, e desses dois nimeros, o unico que satisfaz (ii) é 1003. Dos numeros da
forma 101z, os dnicos que satisfazem (i) sdo 1012 e 1016, e desses dois, o tnico
que satisfaz (ii) é 1012. Dos nimeros da forma 102z, os tnicos que satisfazem (i)
sdo 1021, 1025 e 1029, e desses trés, os que satisfazem (ii) sdo 1021 e 1025. Em
concluséo, os trés menores numeros equilibrados sédo

1003, 1012 e 1021.

(b) Analisemos primeiro os nimeros equilibrados da forma 1xyz. Pelas condicdes
(i) e (ii), devemos ter 1+xz+y+ 2z divisivel por 4 e (1+x+y+2)/4 deve coincidir com
um dos algarismos 1, z, y ou z. Suponha que os algarismos z, y e z satisfazem
essas condicoes.

e Se z, y e z sdo distintos, podemos formar os 6 nimeros equilibrados 1zyz, 1xzy,
lyxz, lyzx, 1lzxy e 1zyx.

e Se x = y e z sdo distintos, podemos formar os 3 numeros equilibrados 1zzz,
lrzx e 1zxx.

e Se r = y = z, podemos formar somente o namero equilibrado 1zzz.

Note agoraque 1 =1+0+04+0<14+24+y+2<1+4+9+9+9 = 28. Entdo a soma
1+ z 4+ y + 2 somente pode tomar os valores 4, 8, 12, 16, 20, 24 e 28. Separaremos
em casos conforme os valores que pode tomar a soma x + y + 2.

e Se r+y+2z = 27: Nesse caso, devemos ter r = y = z = 9, mas o niumero 1999 néo
satisfaz (ii), e entdo néo é equilibrado. Assim, ndo temos nimeros equilibrados.

e Se x+y+z = 23: Nesse caso, um dos algarismos deve serigual a (1+z+y+2)/4 =
6. Entao o conjunto {z,y, 2z} tem que ser {6,9,8}, e como os algarismos 6, 9 e 8
sao distintos, temos 6 nimeros equilibrados.

e Se r+y+2 = 19: Um dos algarismos deve ser igual a (1+xz+y+2)/4 = 5. Entao
o conjunto {x,y, z} tem que ser {5,9,5}, {5,8,6} ou {5,7,7}. Se o conjunto {z,y, 2}
for {5,9,5}, temos 3 nimeros equilibrados, se for {5,8,6} temos 6 nimeros equi-
librados, e se for {5,7,7}, temos 3 nimeros equilibrados. Assim, temos no total
3 4+ 6 + 3 = 12 numeros equilibrados.
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e Se x+y+2z = 15: Um dos algarismos deve ser igual a (1+z+y+2)/4 = 4. Entéo o
conjunto {z,y, z} tem que ser {4,9,2}, {4,8,3}, {4,7,4} ou {4,6,5}. Temos, entéo,
6 + 6 + 3 + 6 = 21 numeros equilibrados.

e Se z +y+ 2z = 11: Um dos algarismos deve ser iguala (1 +x +y + 2)/4 = 3.
Portanto, o conjunto {z,y,z} tem que ser {3,8,0}, {3,7,1}, {3,6,2}, {3,5,3} ou
{3,4,4}. Temos, entdo, 6 + 6 + 6 + 3 + 3 = 24 nimeros equilibrados.

e Sez+y+ 2z =7 Um dos algarismos deve ser igual a (1 +z +y + 2)/4 = 2.
Entéo o conjunto {z,y, z} tem que ser {2,5,0}, {2,4,1} ou {2,3,2}. Temos entéo
6 + 6 + 3 = 15 numeros equilibrados.

e Se z +y+ 2 = 3: Um dos algarismos deve ser igual a (1 +z +y + 2)/4 = 1.
Entéo o conjunto {z,y, z} tem que ser {1,2,0}, {1,1,1}, ou {3,0,0}. Temos, entéo,
6 + 1 4+ 3 = 10 numeros equilibrados.

Finalmente, é simples ver que dos numeros 2000, 2001, ...,2013, os Unicos que
satisfazem as condicdes 1) e ii) sdo 2006 e 2011. Entédo, a quantidade de nimeros
equilibrados menores que 2014 é

6+12+214+24+15+10+2 = 90.

[23] Subconjuntos hierdrquicos — Solucdo

a) Vamos supor que foi possivel dividir o conjunto em ¢ grupos. Em cada grupo,
0 maior coincide com a soma dos outros nimeros do grupo. Entio, a soma de
todos os nameros do grupo seria duas vezes o maior nimero do grupo. Provamos
assim que a soma dos niumeros dentro de cada grupo é sempre um nimero par.
Teriamos entdo que a soma de todos os nimeros no conjunto A pode ser escrita
como a soma de nimeros pares e, portanto, devia ser também par. Mas se n = 13,
a soma total é 13 x 14/2 = 13 X 7, que ndo é um numero par. Isso mostra que,
para n = 13, tal divisdo ndo pode ser feita.

b) Observe que nao pode haver um grupo com dois nimeros, porque pela segunda
condicdo, esses numeros teriam que ser iguais e isso nao é possivel. Como ha
12 nimeros, isso implica que h4, no maximo, 4 grupos. Além disso, depois da
discussio feita no item a), sabemos que a soma dos nimeros maiores em cada
grupo deve ser a metade da soma de todos os nimeros em A, isto é, a metade
de 12 x 13/2 = 78. Para que entdo a soma dos nimeros maiores de cada grupo
consiga ser (78/2) = 39, é necessario ter ao menos 4 grupos, porque todos os
numeros de A sdo menores ou iguais a 12. Concluimos assim que devem existir
exatamente 4 grupos, e que cada grupo deve ter exatamente 3 elementos. Um
modo de conseguir a divisao é

A={12,9,3} U{11,7,4} U{10,8,2} U {6,5,1}.
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[24] Dividindo em trigngulos isésceles — Solucdo

a) Consideremos o tridngulo retangulo com angulos agudos o° e °, como mostra
a seguinte figura:

B

o

ALY B o

Tracamos um segmento BM, com M sobre o lado AC, de modo que £ M BC = 3°

Temos entédo que L M BA = 90° — 3° = a°, e conseguimos assim os dois tridngulos
isosceles AMB e BMC.

b) Primeiro devemos observar que, em qualquer tridngulo, existem sempre dois
angulos internos que sdo estritamente menores que 90°. Se nio fosse assim,
existiriam dois dngulos internos maiores ou iguais a 90°, e isso € impossivel,
dado que a soma dos angulos internos deve ser 180°. Na figura seguinte, estamos
supondo que £QPR e £QQRP sdo ambos menores que 90°:

Q

P R

Se tracarmos a altura partindo de @, a base da altura se encontrard no lado PR,
como mostra a figura:
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P 17 R

Pelo item a), os tridngulos retangulos PH(Q e RH() podem ser divididos em dois
tridngulos isdsceles cada um. Feito isso, conseguiremos dividir o tridngulo PQR
em 4 triangulos isdsceles.

¢) Sejam «° e [3° as medidas do menor e do maior angulo interno do triangulo,
respectivamente. Vamos supor primeiro que o <  como na figura a seguir:

B
[ >
BO

A

Podemos entéo tracar um segmento B D, como mostra a préxima figura, de modo
que o triangulo BDC seja isésceles.

A

Agora, pelo item b), sabemos que o tridngulo ABD pode ser dividido em 4 trian-
gulos isésceles. Fazendo assim, teremos dividido o triangulo ABC em 5 triangu-
los isodsceles.

Devemos considerar agora o caso em que o = (. Isso acontece somente se o
tridangulo for equilatero. Podemos primeiro dividir o tridngulo como mostra a
seguinte figura, onde / é o incentro do triangulo.
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30°|30°

30° 30°

A 30° 30° C

Assim, temos trés tridngulos isésceles. Finalmente, tracamos /P e /() de modo
que LAIP = £CI1Q = 30°.

B

30°

30°
A 30°

P

Os triangulos AIP e CI(Q) sao claramente isésceles, enquanto o triangulo 1 P(Q é
equilatero. Dividimos assim, o tridngulo ABC em 5 tridngulos isdsceles.

[25] Dividindo pedras — Solucio

a) Sim, Pedrinho consegue! Basta fazer o seguinte processo: primeiro dividimos
a pilha original em duas, uma com 3 e outra com 15. Depois, dividimos a pilha
com 15 em uma com 3, e outra com 11, ficando com duas pilhas de 3, e uma de
11. Continuando o processo, dividimos a de 11 em uma de 3 e uma de 7. Por fim,
dividimos a pilha de 7 em duas pilhas de 3, terminando com 5 pilhas de 3 pedras.

b) Vamos provar que Pedrinho nao consegue. Suponha que ele tenha feito n
divisdes de pilhas. Como em cada divisdo ele comeca retirando uma pedra,
Pedrinho retirara n pedras no total. Além disso, a cada divisdo é acrescentada
uma pilha (uma pilha é dividida em duas), temos ao final n + 1 pilhas. Entao, se
cada uma destas pilhas tem 3 pedras, Pedrinho, ao final, vai ter no total 3(n + 1)
pedras. Logo, concluimos que 3(n + 1) = 1001 — n, ou seja, o nimero de pedras ao
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final é igual ao ndamero inicial de pedras, menos o nimero de pedras que foram
retiradas. Portanto,

3n+3 = 1001 —n
4n = 998.

Como 998 nao é multiplo de 4, ndo existe este valor n. Logo, Pedrinho néo con-
segue dividir a pilha original em varias pilhas de trés pedras.

Escrevendo numeros em ordem crescente — Solucdo

a) Comecamos escrevendo os primeiros nimeros da lista:
12345, 12354, 12435, 12453, 12534, 12543, 13245, 13254, 13425, 13452.

Logo, o décimo nimero é 13452.

b) Para encontrar o nimero que ocupa a posicdo 85, percebemos que sempre que
um numero de 5 digitos comeca com o digito 1, este nimero é menor do que um
numero de 5 digitos que comeca com o nimero 2. Por sua vez, este nimero é
menor do que um que comec¢a com 3, e assim por diante. Entdo, contaremos
quantos destes nimeros comec¢am com 1, 2 etc.

Se fixarmos o primeiro digito, por exemplo 1, vamos ter 4 escolhas para o se-
gundo digito, a saber, cada um dos numeros 2, 3, 4 e 5. Para o terceiro digito
vamos ter s6 3 escolhas, ndo podemos escolher um digito ja usado antes, e as-
sim sucessivamente. Teremos 2 escolhas para o quarto digito e uma tunica es-
colha para o ultimo digito. Logo, temos 4 x 3 x 2 x 1 = 24 ntimeros de 5 digitos
que comecam com 1 na lista de Pedrinho e, claramente, estes tém que ser os
primeiros 24 nimeros, pois comecam com 1.

Analogamente, também temos 24 ndmeros que comecam com 2 (é exatamente
a mesma conta, trocando 1 por 2), que tém que ser os 24 seguintes nimeros da
lista. E o mesmo vale para 3, 4 e 5. Concluimos entdo que os primeiros 24
numeros comecam com 1, depois temos 24 que comecam com 2, depois 24 que
comecam com 3. Logo, o numero que fica na posigao 73 é o primeiro nimero que
comeca com 4, que é o numero 41235, enquanto que o nimero na posicdo 96 é o
altimo nimero que comeca com 4, ou seja, o numero 45321.

Concluimos entao que o nimero na posicdo 85 é um nimero que comec¢a com
4. O que faremos agora € repetir o processo acima para o segundo digito. Usando
0 mesmo argumento acima, temos 3 x 2 x 1 = 6 nimeros que comecam com 41, e
estes sdo claramente menores que os que comecam com 42 (que também sao 6).
Como 72 + 6 + 6 = 84, temos que o nimero que ocupa a posicédo 85 é o primeiro
numero que comec¢a com 43, ou seja, € o namero 43125.
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Quadrado em cima de quadrado — Solucdo

a) Denote EX = z. Temos que |[CX| =33 - 18 —x = 15 — .

H 12 G
12
D 18 r \X F C
E 15—=x
33
A 33 B

Agora note que os tridangulos EX H e C X B séo semelhantes, logo:

Agora encontramos z:

12(15—z) = 33z

415 —x) = 1lz
60 —4x = l1lz
15z = 60

T = 4.

Portanto, |[EX| = 4.

b) Seja Y a interse¢éo da reta AG com o segmento DC. Para provar que A, X e
G séo colineares, basta mostrar que Y = X. E para isso, vamos calcular |[EY], e
depois ver que isso é igual a |[EX|. Denote |EY | = y. E, portanto, |FY| =12 — y.
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H 12 G
12
D 18 y f12—y |F C
E Y
33
A 33 B

Analogamente ao caso anterior, vemos que os tridngulos FYG e DY A séo
semelhantes. Portanto:
|FG] |FY| 12 _12-y
|IDA| DY | 33 184y

Agora encontramos y:
12018 +y) = 33(12—y)

4184+ y) = 11(12—y)
2+4y = 132-11ly
15y = 60
Y = 4.

Portanto, |[EY | = |[EX]|. Logo, X =Y, e concluimos que os pontos 4, X e G sdo
colineares.

Calculando médias — Solucdo

Primeiro notamos que a média dos 8 nimeros é simplesmente a soma deles di-
vidida por 8. Como a média é um nimero inteiro, a soma tem que ser miltipla
de 8. Agora, como estamos somando 8 nimeros distintos entre 1 e 11, esta soma
tem que ser no minimo 1 +2+ ... +8 =36 enomaximo 4+ 5+ ...+ 11 =60. E
como tem que ser multipla de 8, as tinicas somas possiveis séo 40, 48, 56.

Vamos agora escrever a sequéncia como

ai, a2, a3, a4, ds, g, A7, A8
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e dividir em casos.

Caso 1) A soma € igual a 40:
a1—|—a2+...+ag:40.

Vamos tentar reconstruir a sequéncia a partir dos dltimos ndameros. Sabemos
que a soma dos 7 primeiros nimeros tem que ser multipla de 7. Por outro lado, a
soma dos 7 primeiros nimeros € igual a 40 menos o ultimo ntimero, ag (lembre-se
que 40 é a soma de todos os nimeros). Ou seja,

a1+a2+...+a7:40—a8.

Agora, 40 — ag tem que ser multiplo de 7, e como 1 < ag < 11, vale que 29 <
40 — ag < 39. Mas o unico multiplo de 7 entre 29 e 39 é 35 e, portanto, ag = 5 e

ar+as+ ...+ a7y = 35.

Agora repetimos o processo. A soma dos 6 primeiros nimeros é 35 — a7, e tem
que ser multipla de 6. Como antes, temos que 24 < 35 — a7 < 34, e os multiplos
de 6 entre 24 e 34 sédo 24 e 30. Logo a; = 5 ou a; = 11. Mas como a; é diferente de
ag, temos que a unica possibilidade é a; = 11. Portanto,

a1+a2—|—...+a6:24.

Continuando, a soma dos 5 primeiros numeros é 24—ag, € tem que ser multipla de
5. Como 1 < ag < 10 (ag néo pode ser 11, pois a; = 11), temos que 14 < 24—ag < 23,
e os multiplos de 5 entre 14 e 23 séo 15 e 20. Logo, ag = 4 ou ag = 9.

Caso 1.1) Caso ag = 4, ficamos com
a; + as + asz + ayg + as = 20.

Entao, a soma dos quatro primeiros niimeros é 20—as, e vale que 10 < 20—a; < 19.
Como os tnicos multiplos de 4 entre 10 e 19 sdo0 12 e 16, temos que a5 = 4 ou a5 = 8.
Mas ag ja é igual a 4, entdo a5 = 8, e

a1+a2+a3+a4:12.

Portanto,
a) + as + az = 12—a4.

Agora notamos que a; + as + a3 € no minimo 1 + 2 4+ 3 = 6. Logo, ay = 6 ou ay = 3
(Iembrando que a; + as + a3 tem que ser multiplo de 3).

Se a4 = 6, entédo a; + as + a3 = 6. Logo, a3 = 2, pois 6 — a3 tem que ser par e az
nédo pode ser igual a ag = 4. E sobram 1 e 3 para os lugares de a; e ay. Dai, temos
as possiveis sequéncias:

1,3,2,6,8,4,11,5 e 3,1,2,6,8,4,11,5.
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Se a, = 3, entdo a; + as + a3 = 9. Como 9 — a3 tem que ser par, concluimos
que a3 tem que ser impar e diferente de todos os impares ja usados na sequéncia
(que séo 3, 5 e 11). Logo, a3 = 1 ou a3 = 7, mas se a3 = 7, entdo a; + as = 2, 0 que
nao da pra acontecer. Assim, a3 = 1 e a; + a; = 8. Agora o Unico par de nimeros
distintos que soma 8 que podemos ter é 2 e 6, pois 1 e 3 ja foram usados. Logo,
temos as possiveis sequéncias

2,6,1,3,8,4,11,5 e 6,2,1,3,8,4,11,5.
Caso 1.2) Se ag = 9, entéo
ay +as +as+aqg+ as = 15.

Por outro lado, o nimero 5 = ag ja foi usado. Entao, a; + as + a3 + a4 + a5 é no
minimo 1+ 2+ 3+ 4+ 6 = 16, logo ag ndo pode ser 9.

Caso 2) A soma € igual a 48.

Como no caso 1, vemos que a soma dos sete primeiros nimeros é 48 — as.
Como 37 < 48 — ag < 47, temos que ag = 6 (0 tnico multiplo de 7 entre 37 e 47 é o
42). Logo,

a1+a2+...+a7:42.

Continuando, a soma dos 6 primeiros numeros é 42—a-, e temos que 31 < 42—a; <
41. O tnico multiplo de 6 entre 31 e 41 é 0 36, logo a; = 6, 0 que néo pode acontecer,
por ag = 6. Entao néo existe nenhuma sequéncia com soma 48.

Caso 3) A soma € igual a 56.
Como nos casos anteriores, a soma dos sete primeiros nimeros é 56—ag. Como
45 < 56 — ag < 55, temos que ag = 7 (o inico multiplo de 7 entre 45 e 55 é o0 49).
Logo,
ay+ as + ...+ ay = 49.

Continuando, a soma dos seis primeiros nimeros é 49 — a;. Dai, temos que
38 < 49 — a; < 48, e os unicos multiplos de 6 entre 38 e 48 séo 42 e 48. Como ay
nao pode ser igual a ag = 7, temos que a; =1 e

CL1+CL2+...+6L6:48.

Portanto, a soma dos cinco primeiros nimeros é 48 — ag. Logo, ag = 3 ou ag = 8
(os unicos multiplos de 5 entre 37 e 46 sdo 40 e 45).
Caso 3.1) Caso ag = 3, entéo

a1+a2+a3+a4+a5:45.

Mas como 7 = ag, a maior soma possivel destes 5 nameros é 6+8+9+10+11 = 44,
logo ag nao pode ser 3.
Caso 3.2) Caso ag = 8, entéo

a1 + as + as + a4 + as = 40.
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Continuando com o processo anterior, vemos que a soma dos quatro primeiros
numeros € 40 — a5 e os unicos multiplos de 4 entre 29 e 38 sdo 32, 36. Como a5 nao
pode ser igual 8 = a4, entao a5 = 4. Portanto,

a1+a2—|—a3+a4:36.

Logo, 36 — a4 é multiplo de 3 e, portanto, a, pode ser igual a 3, 6 e 9. Mas como a
soma a; + as + az é no maximo 9+ 10 + 11 = 30, temos que a4 néo pode ser 3. Logo
se ay = 6, entdo a; + as + a3 = 30. Portanto, a;, a; e az tém que ser os nimeros 9,
10 e 11 em alguma ordem. Como a; + a; = 30 — as, a3 tem que ser par, temos que
az = 10. Logo, temos as sequéncias

9,11,10,6,4,8,1,7 e 11,9,10,6,4,8,1,7.

Agora, se ay, = 9, entado a; +as+as = 27, e como 7, 8 e 9 ja foram usados, a; +as+as
é no maximo 6 + 10 4+ 11 = 27. Portanto, a1, a; e a3 tém que ser os numeros 6, 10 e
11 em alguma ordem. Como 30 — a3 tem que ser par, entdo a3 = 11. Logo, temos
as sequéncias

10,6,11,9,4,8,1,7 e 6,10,11,9,4,8,1,7.

Concluindo, todas as sequéncias possiveis escritas por Pedrinho sédo

1,3,2,6,8,4,11,5, 3,1,2,6,8,4,11,5; 2,6,1,3,8,4,11,5;
6,2,1,3,8,4,11,5; 9,11,10,6,4,8,1,7; 11,9,10,6,4,8,1,7;
10,6,11,9,4,8,1,7; 6,10,11,9,4,8,1,7.

Pizza para quantos? — Solucdo

Sejam x e y o numero de rapazes e mocas, respectivamente. Sabemos que o
numero total de pedacos consumidos foi no minimo 49 (4 pizzas e um pedaco da
ultima pizza) e no maximo 59 (4 pizzas mais 11 pedacos, lembre que sobrou pelo
menos um pedaco da ultima pizza). Por outro lado,

Tr+3y < 959
6 + 2y > 49.

Multiplicando a dltima equacédo por —1, temos que trocar a desigualdade,
ficando com

29
—49.

Tx + 3y

<
—6xr —2y <

E somando as duas desigualdades, chegamos a

r+y < 10.
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Substituindo na segunda desigualdade, ficamos com
4o +10+10 > 4z + (x +y) + (x + y) = 62 + 2y > 49.
Logo, 42 > 29, e portanto x > 8. Por outro lado, da primeira equacéo temos que
Tr < Tx + 3y < 59.
Dai, 7x < 59, que implica = < 8. Portanto, x = 8 e, substituindo, ficamos com
y<3 e 2y>1.

Isso nos da, y = 1. Portanto, foram 8 rapazes e 1 moca a pizzaria.

Montando quadrados — Solucdo

Cada peca tem area 22 cm? = 1 cm?. Logo, se usarmos 20 das pecas, teremos um
2

quadrado de drea 20 cm?. Portanto, seu lado mede V20 = 21/5 em. Por outro lado,
pelo Teorema de Pitagoras, vale que a hipotenusa de cada triangulo retangulo
mede /12 + 22 = /5 cm. Daqui, vemos que para construir esse quadrado, vamos
ter que usar as hipotenusas para formar os lados do quadrado. Uma possivel
solucdo é a seguinte:
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Minhoca rapida — Solucdo

a) A cada dia, a minhoca avanca 5 metros e recua 3 metros. Portanto, no final do
dia a minhoca avanca 5 — 3 = 2 metros. Depois de 15 dias, a minhoca estara a
15 x 2 = 30 metros do ponto de partida.

b) A cada dia, a minhoca anda 5 + 3 = 8 metros. Portanto, apés estes 15 dias, a
minhoca tera andado 8 x 15 = 120 metros.

¢) Esta minhoca anda da seguinte maneira:

Dia Posicao

1°Dia 1-—3

POl (1 0onoid

3:Dia (I-g+G-g+tG-p=1-19 1

#Dia (1-5)+G-35)+GE-D+G-5)=1-3

o o :1

n= Dla 1 — n_+1
Portanto, apés 1000 dias, a minhoca estard a 1 — o; = 1007 metros da posicéo
inicial.
d) Como no n-ésimo dia a minhoca estda a uma distancia de 1 — -~ metros da

n+1
posicao inicial, ela nunca estara a 2 metros da posicao inicial, pois, para qualquer

numero natural n, temos:

<1l<2.
n+1
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Bl Trocando posicées — Solucao

a) Abaixo, mostramos uma sequéncia de cinco movimentos para trocar os chapéus
com os troféus (ha outra!).

N J W W N ) W - W
a ps - a | ®| a
7 )
- | & - | . -
s |V s | & |7 5 | &
s |7 s 8| L -
= W " w | w
W - Q N\
A | = A A

O argumento para mostrar que nio é possivel troca-los com menos do que 5 movi-
mentos é o seguinte: no primeiro movimento, precisamos mover um troféu ou um
chapéu para a casa vazia acima a direita. Apés este movimento, todos os objetos
estarédo fora de suas casas de destino. Como sdo quatro objetos, serdo necessarios
pelo menos quatro movimentos para coloca-los em seus lugares. Como ja foi feito
um movimento, teremos 1 +4 = 5 movimentos no minimo para trocar os chapéus
com os troféus.

b) Abaixo mostramos uma sequéncia de sete movimentos para trocar os chapéus

de lugar com os troféus:

w | w | W w | w W w | W w
A |l A | A a|al ps a|la |®|a
5| s s 5| B s - -
p Y| sl s |7 s |7 sl |&|7I
N\ M N

N 7 N 4 - w | W
s | s 8|7 s | 8|8

/.

w | W 4 N % w | W
A | & a| a| A

O mesmo argumento de antes se aplica para concluirmos que sete é o minimo
de movimentos para trocar os chapéus de lugar com os troféus. No primeiro
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movimento, temos de mover um chapéu ou um troféu para a casa vazia. Neste
momento, todos os seis objetos estardo fora de seus lugares de destino. Portanto,
para coloca-los em suas posigdes serdo necessarios pelo menos seis movimentos.
Dai, teremos 6 + 1 = 7 movimentos no minimao.

c) Se repetirmos o padrdo descrito acima, conseguiremos trocar os chapéus e
troféus com 2001 movimentos! A ideia é a seguinte. Comecamos com a configu-
racao

v | w | w | w|w w | w|w|w|w
A | a | a|a|aAa A | a |l Aa | a|a
[e]e]e}

Em seguida, por meio de 2 movimentos, atingimos a configuracio

C-f{ C“) (‘“7 \‘“‘7 (‘") (;“7 (‘“7 V“’ } C“) /ﬁ C\-)
A | A | Aa | a|la a | a|a|a|~ | &
[eJeJe)
E com mais dois movimentos, atingimos a configuracao
w | w|w | w | w w | W . | W . | w
A& | & |&a|a Ala |®la|®)|a
[e]e)e] -
s 88|88 Y s |l | s
Portanto, depois de 1000 movimentos atingimos a configuracéo
W - W - W - W - W - N )
a |2 a|®|a s | a ™A
: - 000 — —
s |1 |& |7 s | | s|ll|=

Agora vamos voltando com a casa vazia! Com mais dois movimentos (depois
desses 1000 movimentos), obtemos a configuracao

— 000
v v | g |w e | - | w ]| <
a a |~ | A - L e L |
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Com mais dois movimentos, obtemos a configuracéo

2
a
s
p-a | D@

W W

s 5| 5|5 s |7 8|1 s |7

[eJeJe)

sl s|l|s

Portanto, depois de 2000 movimentos (contando aqueles 1000 anteriores), obte-
mos a configuracio

5| 6| 6|68 s | s | 6| 6| 8|7
000

W W w | W W W w | W W

A A A | A A

E com mais um movimento, concluimos! Logo, fizemos 2001 movimentos. O
argumento para mostrar que nio é possivel fazer a troca com menos do que isso
é o mesmo dos anteriores.

Bl Corte na medida - Solucio

a) A area do quadrado obtido deve ser a mesma da cruz de cartolina. Como a
cruz de cartolina pode ser dividida em cinco quadrados de lados iguais a um, sua
area serd igual a 5 cm?.

b) Para que a drea do quadrado obtido seja igual a 5 cm?, é necessario que seu
lado seja igual a /5 cm.

¢) Os dois cortes que devem ser feitos sdo:

2L 2L
77 77

2L 2L
77 77
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Par ou impar maluco — Solucdo

a) Temos que o produto de nimero par por um nimero impar é sempre par!
Portanto, se Dinah pedir par e escrever no papel um nuimero par, ela certamente
ganhara.

b) Dinah escolhe um nimero natural, digamos 3¢; + 1, onde ¢; e r; sdo naturais
e r1 € o resto na divisdo desse nimero por trés. Ou seja, r; pode ser 1 ou 2 (néo
pode ser zero pela regra do jogo). O mesmo para Artur, ou seja, ele escolhe um
numero natural da forma 3¢, + r3, onde r, pode ser 1 ou 2. O produto desses dois
numeros sera:

(3q1 +71)(3q2 + 12) = 3(3¢1G2 + 12 + Gor1) + 1172,

Ou seja, quando dividimos o resultado por trés, o resto na divisdo por 3 sera igual
ao resto que obtemos quando dividimos r;r, por 3. Temos os casos:

r1 79 Resto na divisédo por 3 do resultado

1 1 1
1 2 2
2 1 2
2 2 1

Logo, Dinah nao tem estratégia vencedora. Para qualquer nimero que Dinah
escolha, Artur tem uma opc¢ao que o torna vencedor.

¢) Como sdo quatro casos (veja a tabela no item anterior) e Dinah ganha em
dois casos e Artur ganha em dois casos, concluimos que os dois tém a mesma
probabilidade de ganhar.

E Jogo do tira — Solucdo

a) Helen comeca tirando o quadrado abaixo:

Diogo tem duas opcoes agora: se tira o quadrado abaixo, entdo Helen tira o
quadrado seguinte e ganha a partida, pois Diogo tera que tirar o ultimo quadrado.

Diogo Helen
—> —>
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E se Diogo tira o quadrado a seguir, entdo Helen tira o quadrado seguinte e

também ganha.

Diogo
»

Helen

b) Vamos descrever as configuracées que fazem perder o jogador que as tem (em
sua vez de jogar), o que também nos mostrara qual é a estratégia vencedora.

Vejamos:

Perde

Ganha

Perde

Ganha

Perde

Ganha
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[ Cortando a corda — Solucao

Nessa questédo todos os comprimentos sdo dados em metros e as areas em
metros quadrados.

a) Um pedaco de corda tem comprimento = e outro pedaco de corda tem com-
primento 10 — x. Como um quadrado tem quatro lados de tamanhos iguais, um

quadrado terd lado de comprimento igual a § e outro quadrado tera lado de com-

. . 10—z
primento igual a =*.

A area de um quadrado de lado /¢ é igual a (2. Portanto, um quadrado tera

2 2
4 . x _ x2 2 4 . 10— _
area igual a (Z) = 1; enquanto o outro quadrado terd area igual a (T> =

100—20z+x2
16 :

b) Seja S(x) a soma das areas dos dois quadrados. Pelo item anterior, temos que

_a? 100-20cfa® 10020242 1, 5 2%
16 16 - 16 8T Tt T

é uma funcéo do segundo grau. O minimo de uma funcéo do tipo

S(x)

f(z) =az®+bx+c

com a > 0 é atingido em z = 2. Assim, a d4rea minima sera atingida se

)

1
23

= 9.

Ou seja, se a corda for cortada exatamente no meio!

c¢) Pelo item anterior, sabemos que para minimizar a soma das areas é necessario
cortar exatamente no meio. Bem, afirmamos que para minimizar a area com
nove cortes (ou seja, criando dez quadrados) é necessario que os pedacos de corda
sejam todos iguais. Para mostrar isso, vejamos o seguinte argumento: se dois dos
dez pedacos de corda fossem diferentes, seria possivel diminuir a area cortando
os pedacos de corda de modo que esses dois fossem iguais (estamos usando o item
anterior). Portanto, dois pedacos de corda quaisquer devem ser iguais. Logo,
todos devem ser iguais!

Calculadora de Cincolandia — Solucao

a) Monica comeca digitando o nimero 7. Dali,
772 =49 2549 -5 =44,

Logo, o resultado final que aparece na calculadora é o nimero 44.

b) Se um nimero natural = deixa resto 4 quando dividido por 5, isso quer dizer
que z é da forma
T = 5q + 4,
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onde ¢ é um numero natural. Elevando ao quadrado, obtemos

2? = (5q + 4)*
=25¢°> +2-5¢ -4+ 42
= 5(5¢* +8¢) + 16
=5(5¢*+8q) +15+1
=5(5¢*+8¢+3)+1

o que quer dizer que z? deixa resto 1 na divisdo por 5.

¢) O numero 9 deixa resto 4 na divisao por 5, pois 9 = 5- 1 + 4. O ndmero 7 deixa
resto 2 na divisdo por 5, pois 7 =51+ 2.

Observe que se um numero deixa resto 1 na divisdo por 5, o seu quadrado
também deixa resto 1 na divisdo por 5. De fato, seja x um ndmero que deixa
resto 1 na divisao por 5. Dai, x = 5¢ + 1. Portanto,

v* = (5¢ + 1)
=25¢>+2-5¢-1+12
=5(5¢° +2q) + 1

o que mostra que z? também deixa resto 1 na divisdo por 5.

Comecamos com o numero 9 na tela da calculadora. Se apertarmos a tecla [,
o resultado deixara resto 1 na divisdo por 5, pelo item anterior. Se apertarmos a
tecla A, o resultado continuara deixando resto 4 na divisdo por 5, pois subtrair
5 ndo muda o resto na divisao por 5. Se em algum momento o resto for 1, entéo
continuara sendo 1, para sempre, pois nenhuma das duas operacoes (1 ou A
alterara o resto na divisao por 5.

Assim, comec¢ando com o 9, o resto na divisdo por 5 sera sempre 4 ou 1. Como
7 deixa resto 2 na divisao por 5, ndo é possivel obté-lo!

Algum dia ele ganha? — Solucdo
8

a) Para que Pietro ndo tenha ganho até o terceiro dia, é necessario que ele tenha
perdido no primeiro, no segundo e no terceiro dia. A probabilidade de que Pietro
ganhe no primeiro dia é ;. Logo, a probabilidade de que Pietro tenha perdido no
primeiro dia é

1 1

j—

2 2
A probabilidade de que Pietro ganhe no segundo dia é % Logo, a probabilidade
de que Pietro tenha perdido no segundo dia é

1 2
1—-=2.
33
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A probabilidade de que Pietro ganhe no terceiro dia é }1. Logo, a probabilidade
de que Pietro tenha perdido no terceiro dia é
1 3
1—-=2.
4 4
Portanto, a probabilidade de que Pietro tenha perdido no primeiro, segundo e
terceiro dia é igual ao produto dessas probabilidades, que nos da

b) Repetimos o mesmo argumento de antes! Agora até o quinto dia, o que nos da
como probabilidade de Pietro ndo haver ganhado:

1 2 3 4 5 1

¢) Pensando indutivamente, a probabilidade de que Pietro nédo tenha ganho até
0 2013 dia é igual a
2 3 4 2011 2012 2013 1

1
23 4 5 2012 2013 2014 2014

B Area maxima — Solucao

a) Chamemos de = o comprimento do segmento AP e denotaremos por f(z) o
valor da area do quadrilatero BCQP em funcédo de z, medida em centimetros
quadrados. Como o comprimento de AP é a metade do comprimento do segmento
AQ), temos que o valor maximo que pode ser assumido por z é 3/2 cm. O nosso
objetivo é encontrar uma expresséo para f(z).

Como o segmento AQ) mede o dobro do segmento AP, temos que o seu compri-
mento é igual a 2z. Logo o segmento QD mede 3 — 2z. Dai concluimos que a area
do tridngulo APQ é dada, em centimetros quadrados, por (z x 2x)/2 = x° e a 4rea
do triangulo QDC por [3(3 — 2x)]/2.

Como a 4rea da regido hachurada é igual & area do quadrado ABCD (9 cm?)
menos a soma das areas dos tridngulos APQ e QDC, temos que f(z) sera dada,
em centimetros quadrados, por:

3(3—2 9
f(x)zQ—%—xQZ—x2+3x+§,
para z € [0, 3/2].
b) A func¢éo do segundo grau f(r) = —z*—3x+9/2 obtida no item anterior fornece

a area do quadrilatero BCQP em termos do valor do comprimento do segmento
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AP que denotamos por x. O seu grafico é uma parabola concava para baixo,
conforme mostra a figura abaixo:

A

L

=I5

~
e}
(V][eV

—]

\

Assim, o nosso objetivo é encontrar o maximo assumido por essa funcdo com z
variando entre 0 e 3/2. Para uma parabola que é o grafico de uma funcéo do tipo
h(x) = az® + bx + ¢, a coordenada x do vértice é dada por z, = g—(f Se a parabola é
concava para baixo, entédo a funcéo correspondente atinge o maximo exatamente
para x = z,. No nosso caso, com a = —1 e b = 3, temos que z, = 3/2. Como 3/2
pertence ao intervalo estipulado para os valores que = pode assumir, temos que
o valor maximo assumido por f é igual a f(3/2) = 27/4 cm?.

0] Uns e mais uns — Solucdo
¢

Uma solucao pode ser feita usando soma de progressées geométricas. Mas dare-
mos outra solucdo que nao precisara disso! Observe. Chamemos de S a soma
que queremos calcular, ou seja,

S=1+11+111+ 1111 +---+1111...11 .
———

n uns

Quanto vale 9 x S? Basta trocar cada digito um por um digito nove!

95 =9499+999 4+ 9999 + --- +9999...99 .
—_—

T noves

Agora vamos escrever 9 = 10 — 1. E fazemos o mesmo com 99 = 100 — 1,
999 = 1000 — 1 e assim por diante. Ou seja,

9 = 10 -1 = 101 -1

99 = 100 -1 = 102-1

999 = 1000 — 1 = 103-1

9999 = 10000 — 1 = 10*-1

9999.--9 = 1000---0-1 = 10" -1
T noves n Zeros

Fazendo essas trocas em 95, obtemos

95 = (10 — 1) + (10 — 1) + (10* — 1) + (10* = 1) + -+ + (10" — 1) .
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Agrupando todos os “menos uns”, obtemos

95 = (10 + 10 + 10> + 10" + - -+ +10") = (1 + L+ 1+ --- 4+ 1)

n uns

=10-111111---1—n.
—

N uns
Para escrever melhor o numero acima, vamos multiplicar e dividir por nove o

termo com muitos “uns”. Observe:

95210x9111111~--1—n
g\ﬁ/—/

7 uns

10
=-—99999---9 —n
9%,—/

10
=—(10"—=1) —n.
5 (10" = 1) = n

Logo,

952%0(10”—1)—n.

Passando o fator nove para o outro lado da equacéo, temos

10 n
S=—(10"-1)— -

obtendo assim o valor desejado!

B8 Apertos de mao — Solucdo

a) Um aperto de mao é dado entre duas pessoas. Logo, quando somamos os
apertos de méao de todas as pessoas, cada aperto de méo é contado duas vezes!
Logo, a soma de quantas vezes cada pessoa apertou a méo de alguém é par, pois
é o dobro de algum numero.

b) Como sdo 99 pessoas, se cada uma apertasse a mao de alguém 3 vezes, isso

daria um total de 3 x 99 = 297 apertos de méao. Mas como vimos no item anterior,

este total deve ser par, pois cada aperto de mao entre duas pessoas foi contado

duas vezes (se fulano apertou a méao de sicrano, entdo esse aperto de méo foi

contado uma vez quando estavamos somando os apertos de méao de fulano, e foi

contado novamente quando estavamos somando os apertos de méao de sicrano).
Por outro lado, 297 é impar! Logo, ndo é possivel.
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Circulo sobre circulo — Solucdo

a) Sejam A, B e C os centros das circunferéncias C;, C5 e C3 respectivamente.
E considere o tridngulo cujos vértices sdo dados por esses pontos como na figura

abaixo.
()
'
1 “

Chamemos de P o ponto em que C; tangencia C,, de ) o ponto em que C5
tangencia C3 e R o ponto em que (5 tangencia C;. Note que a area da regido
procurada pode ser encontrada subtraindo-se da area do tridngulo ABC a soma
das areas dos setores circulares APR, BPQ) e CQR, conforme mostrado na figura
abaixo:

Como os raios das circunferéncias ¢, e C, sdo iguais a 1, temos que o com-
primento dos segmentos AP e PB é dado por |[AP| = 1 e |PB| = 1. Logo, o
segmento AB tem comprimento |AB| = |AP| + |PB| = 2. Como a circunferéncia
C3 tem raio igual a v/2 — 1 temos que |CQ| = v/2 — 1. Logo, o comprimento do
segmento C'B é dado por |CB| = |CQ| + |QB| = v/2. De maneira anéloga, temos
que |CA| = /2. Segue dai que o tridngulo ABC é isésceles e tem dois lados de

comprimento /2 e um lado de comprimento 2. Como 2% = V2 + /2" temos que
|ABJ* = |BC|*+|C'AJ?, isto é, os lados do tridngulo ABC satisfazem a rela¢do dada
pelo Teorema de Pitagoras. Assim, temos que esse tridngulo é retangulo, sendo
sua hipotenusa o lado AB. Assim, o angulo ¢ mostrado na figura acima mede 90°.
Como ele também é isésceles, os outros Angulos medem 45°. Em particular a sua
area é igual a metade do produto dos catetos, isto é (v/2 x v/2)/2 = 1. Podemos
agora calcular a area dos setores circulares, mostrados na figura abaixo:
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Cq

45°

Como a = 45° temos que a area do setor circular APR é igual a 1/8 da area do
disco delimitado por (1, isto é

. 1

Area do setor APR = §7T12 = g
Analogamente, temos que

. 1 5,

Area do setor BP(Q) = §7r1 =3

Como ¢ = 45° temos que a area do setor circular CQR é igual a 1/4 da area do
disco delimitado pela circunferéncia Cj3, logo:

Area do setor CQR = ;1”(\/5 —1)2 = %

Logo, obtemos que a area da regido encontrada por Emanuelle € igual a

H(M 1+1>:1_W<2—_ﬂ>,

1 Ts's 2

O treinamento de Julian — Solucdo

Seja t o tempo, em minutos, que Julian demora para percorrer de bicicleta um
quilometro. Como ele vai de bicicleta ao triplo da velocidade com que caminha,
entdo ele caminha um quilometro em 3¢ minutos, e como ele corre ao dobro da
velocidade com que caminha, entdo ele corre um quilometro em 3¢/2 minutos.

Assim, ele levou

t+3t+3t _ W
2 2

minutos para percorrer os trés quilometros da pista. Se ele tivesse percorrido os
trés quilometros da pista em bicicleta, ele haveria demorado 3¢ minutos. Assim,
conforme o enunciado do problema, temos (em minutos)

— =3t = 10
2
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e, resolvendo a equacao anterior, obtemos ¢ = 4 minutos. Finalmente, Julian
corre um quilometro em 3¢/2 = 6 minutos.

Peoes rebeldes — Solucdo

Trés pecas devem ser colocadas na primeira linha, vamos chama-las de o, e ¢
como na seguinte figura:

Na casa (b,2) deve ser colocada uma peca diferente de 3. Suponhamos primeiro
que em (b,2) colocamos a peca a. E imediato que na casa (c,2) devemos colocar
uma peca 6.

N2 |
N

Observe que na casa (b,4) ndo pode estar uma peca «, porque ja ha uma peca «
na linha b, nem uma peca 6, porque ja ha uma peca 6 na coluna 4. Isto implica
que em (b,4) deve ir uma peca [ e, em consequéncia, em (b,3) e (d,4) devem ir
uma peca f e uma peca « respectivamente.

1 2 3
P
0

'S

a |

Nl | o |
NN I o e SR IS

A peca em (d, 3) deve ser distinta de ¢ e a, porque ja had uma peca 0 na coluna 3
e uma peca « na linha d. Portanto em (d, 3) devemos colocar uma peca 5.
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J—
)
w
=~

SS
SNl |

Nl o |

Agora é claro que s6 existe um modo de poder completar o tabuleiro. Concluimos
que somente existe um modo de completar o tabuleiro se colocarmos uma peca «
na posicéao (b, 2).

—
[
w
=~

ala | B |P| 06
v | Pla|g|B
c|p|lO|a|P
il 0|P|B|a

Vamos supor agora que em (b,2) colocamos uma peca 6. Nesse caso em (c,2) é
necessario colocar uma peca .

1 2 3 4

B
b | P o
(6%
P

Para as posicoes (b,3) e (b,4) devemos usar as pecas « e . Temos, assim, duas
alternativas. Suponhamos primeiro que em b — 3 colocamos uma peca a e em
(b,4) colocamos uma pega 5. Em consequéncia, em (d,4) deve ir uma peca «.

1 2 3 4
alo | IP|46
b Pl |a|p
c o P
d P «

Finalmente, temos duas formas de completar o tabuleiro.
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—
no
w
"~
—_

2 3

e~

N[ ||
I o e SR IS
o

B
0
o
P

> | ™| S
@ || o |
||| R
| |2 |
I I o IR I IS

Suponhamos agora que em (b, 3) colocamos uma peca (3 e em (b, 4) colocamos uma
peca «. Imediatamente vemos que em (d,4) devemos colocar uma peca (.

1 2 3

'S

a |

N e o™
=
(TR |

Na casa (d, 1) ndo pode ter uma peca &« nem uma peca /5 porque ja ha uma peca
a na coluna 1 e uma peca  na linha d. Portanto devemos colocar uma peca 6 em
(d,1) e assim somente existird um modo de poder completar o tabuleiro.

1 2 3 4
ala | BP0
v | Plo| B |
clBlalg|P
d |6 |P|alp

Assim obtivemos, no total, 4 maneiras de colocar as pecas no tabuleiro de modo
que as pecas «, [ e f sejam as pecas colocadas na primeira linha. Finalmente « é
alguma das 3 pecas, $ alguma das outras 2 pecas e 6 sera a unica peca que resta.
Temos assim 3 x 2 possibilidades para o trio (a, 3, 6). A resposta é portanto

4x3x2=24

modos de colocar as pecas no tabuleiro.
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B Angulos no quadrado — Solucio

Observe que {BMN = (180 — 60 — 60)° = 60°. Em particular, M B é uma bis-
setriz do angulo AM N. Se tracarmos o segmento BD vemos que tal segmento é
bissetriz do angulo reto ADC.

B C
N
609 45°
60°XH60° 459
A Y D

Concluimos assim que o ponto B é o excentro do triangulo M ND. Isso implica
que N B é necessariamente a bissetriz do angulo M NC.

B C
N
609 45°
60°X60° 459
A 7 D

Como a soma das medidas dos angulos internos do triangulo M DN deve ser 180°

obtemos que
AMNC = £DMN + £MDN = (60 + 90)°

e, portanto KMNB = AMNC/2 = 75°. Finalmente, usamos que a soma dos
angulos internos do triangulo BM N é 180° para concluir que LM BN = (180 —
60 — 75)° = 45°.
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Carla escreve, Diana apaga — Solucdo

a) Se Diana decidir ndo apagar o nimero 11 entdo o produto dos nimeros res-
tantes sera da forma P = 11 x A. Como 11 é o Unico multiplo de 11 dentre os
numeros escritos por Carla, entdo A é o produto de nimeros nédo divisiveis por
11, e logo A néo é multiplo de 11. Assim, P seria multiplo de 11 mas néo seria
multiplo de 112, logo P néo seria quadrado perfeito. De modo anélogo, podemos
ver que Diana deve também apagar os nameros 13, 17 e 19.

b) Se Diana apaga somente os nimeros 11, 13, 17 e 19, o produto dos 17 nimeros
restantes seria

Ix2x3x---x10x12x 14 x 15 x 16 x 18 x 20 x 21 = (2 x 3* x 52 x 7)” x 21.

Esse numero ndo é um quadrado perfeito e entdo ela precisa apagar pelo menos
mais um numero. Da fatoracdo acima é simples ver que se Diana apaga também
o numero 21 ela conseguira seu objetivo. Assim, a menor quantidade de nimeros
que Diana deve apagar é 5.

Papai Noel — Solucdo

Para cada um dos 8 brinquedos, do namero 3 ao nimero 10, devemos decidir se
ele vai pertencer a Arnaldo, a Bernaldo ou deve ser deixado para Papai Noel. Se
multiplicarmos entao

3X3 X X3

J/

vV
8 vezes

contaremos as formas de dividir os brinquedos entre Arnaldo, Bernaldo e Papai
Noel, incluindo os casos em que Papai Noel fica sem nenhum brinquedo. Restara
entdo contar o nimero de formas de dividir todos os brinquedos entre Arnaldo e
Bernaldo (sem deixar nada para Papai Noel), e subtrair esse nimero de 35.

Para dividir os brinquedos entre Arnaldo e Bernaldo devemos decidir, por cada
um dos 8 brinquedos, para qual dos dois o brinquedo vai. Assim temos

2X2X X2
A -~ o
8 vezes

formas de dividir os brinquedos entre Arnaldo e Bernaldo. Finalmente a respos-
ta é
3% — 2% = 6305

formas de dividir os brinquedos.
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Hexagono equiangulo — Solucdo
a) A soma das medidas dos dngulos internos de um hexagono é 4 x 180°. Entao
6 X a =4 x 180° e, portanto, o = 120°.

b) Prolongando os segmentos AF, ED e BC, conseguimos a seguinte figura:

P

Como LFAB = LABC = 120°, segue-se que {QAB = £QBA = 60°. Conclui-
mos assim que o tridngulo QAB é equilatero. De modo analogo, concluimos que
os tridngulos RDC e PF'E sao equilateros. Mais ainda, o tridngulo PQR tam-
bém é equilatero por ter todos os angulos internos iguais. A medida do lado do
triangulo equilatero PQR é

|QB|+ |BC|+|CR| =4+5+2=11.
Portanto, também temos que

11=|RP|=2+3+|EP|,

o que implica que |EFP| = 6. Temos assim que |[EF| = |PF| = |EP| = 6, enquanto
que |QA| = |AB| = 4. Finalmente, para que |QP| = |QA| + |AF| + |FP| =
4+ |AF| + 6 seja igual a 11, é necessario que |FA| = 1.
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¢) A area do hexagono pode ser calculada como a area do tridangulo PQQR menos a
soma das areas dos tridngulos QAB, RCD e PFE. Lembre-se que a area de um
triangulo equildtero de lado ¢ é ¢2y/3/4. Dai, obtemos que a drea do hexagono é

11%/3  43V/3  2%/3  6%/3 V3 V3
4_<4+4+4 )4_657

):(112—42—2

B A lei pirata — Solucao

a) Seja N o numero de moedas que ha no tesouro. Quando Barbaroxa escolhe
99 piratas para dividir as N moedas, sobram 51 moedas para ele, ou seja, ele
consegue dividir N — 51 moedas entre 99 piratas, ou equivalentemente, o nimero
N —51 é divisivel por 99. Em particular, o nimero N —51+99 = N 448 é também
divisivel por 99.

De modo analogo, podemos concluir que N — 29 é divisivel por 77. Logo, o nimero
N — 29477 = N + 48 é também divisivel por 77. Como N + 48 é divisivel por 77 e
por 99, entdo N + 48 é divisivel pelo minimo miltiplo comum de 77 e 99, ou seja,
693.

Concluimos que N + 48 é um multiplo de 693 menor que 1000 + 48 = 1048, e dai
que N + 48 = 693. Ou seja, N = 645.

b) Seja n o niumero de piratas que escolhera Barbaroxa. Para fazer a divisao das
moedas, Barbaroxa deve dividir o nimero N = 645 por n, digamos 645 = qn + r,
e ele ficara com r moedas (¢ e » sdo nameros naturais). Note que

(g+1)n>gn+r = 645 > qn. (*)
Da desigualdade na esquerda, temos que (¢ + 1)100 > (¢ + 1)n > 645, e entéo

g > 6. Analisemos agora os possiveis valores de q.

e Se ¢ = 6: Da desigualdade na esquerda de (*), obtemos n > 645/7 > 92. Nesse
caso, r = 645 — 6n < 645 — 6(93) = 87 e, quando n = 93, r = 87.

e Se ¢ = 7: Da desigualdade na esquerda de (*), obtemos n > 645/8 > 80. Nesse
caso, r = 645 — Tn < 645 — 7(81) = 78 e, quando n = 81, r = 78.

e Se ¢ > 8: Da desigualdade na direita de (*), obtemos 645 > ¢gn > 8n, e entéo
81> 645/8 > n > r.

Dessa analise, podemos concluir que Barbaroxa pode obter no maximo r = 87
moedas. Para isto, ele deve escolher n = 93 piratas.
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Bl Trigngulos equildteros no cubo — Solucao

Sobre o cubo existem somente 3 distancias possiveis entre os vértices:
AB=1(, AR=(V2 e PD=1(V3.

Um tridngulo equilatero que usa os vértices do cubo devia entdo ter alguma
dessas distancias como a medida do seu lado.

P Q
C

/3

(2

A D

Vejamos se existem tridngulos equilateros de lado ¢. Observe que se a distancia
entre dois vértices do cubo é /, necessariamente eles estdo unidos por uma aresta
do cubo. Mas duas arestas do cubo sdo sempre perpendiculares. Entao, néo e-
xistem triangulos equilateros de lado /.

Vejamos agora se existem tridngulos equilateros de lado ¢v/3. Os tnicos pares
de vértices a distancia (/3 sdo {A, Q}, {B, R}, {S,C} e {PD}. Como néo existem
dois pares com algum vértice em comum, concluimos que nio é possivel ter um
triangulo equilétero de lado /+/3.

Contemos finalmente os triangulos equilateros de lado ¢1/2. Primeiro aqueles
que tém A como vértice. Os vértices a distancia /1/2 de A sdo P, R e C. Vemos que
escolhendo qualquer par em {P, R,C} obtemos um tridngulo equilatero usando
esse dois vértices junto com A. Contamos assim 3 tridngulos equilateros que
usam o vértice A. Agora, se multiplicamos 8 vértices vezes 3 triangulos por
cada vértice, considerariamos todos os tridngulos de lado ¢\/2 e cada um deles
estaria sendo contado exatamente 3 vezes (uma vez por cada vértice do tridngulo
contado). Concluimos, assim, que sido

8><3_

8
3

os triangulos de lado ¢v/2. A resposta é entdo: 8 tridngulos equilateros.
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Quadrados vizinhos — Solucdo

Como AE é a diagonal do quadrado ABE'F, entdo {AEF = 45°. Prolonguemos o
segmento AFE para formar o tridngulo retangulo M PD como mostra a figura.

A B C

4 M

Ia 45°E 15° D
P

Observe que {PED = AAEF = 45° e, portanto, o tridngulo retangulo FPD
é isosceles. A hipotenusa do tridngulo EPD mede 4 (que é lado do quadrado
BCDE). Dai, os catetos medem |EP| = |PD| = 2V/2.

A B C
4 M
45° 15°
F 450 4 45°% D
2V/2 2v/2
P

Finalmente, {MDP = (15 + 45)° e, portanto, no triangulo retangulo M PD os
angulos internos sao 30° e 60°, e vale a seguinte relacao

IMD| = 2|PD|.

Assim, provamos que |MD| = 2(2v/2) = 4V/2.
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BH 0 engano de Raul - Solucédo

a) Note que
a?<A=a"+4b+1 < a*+4da+1 < (a+2)>

Assim, A é um quadrado perfeito entre os quadrados perfeitos a® e (a + 2)%, e
entdo A = (a+1)%
b) Pelo item anterior,

a>+4b+1 = A = (a+1)? = a®+2a+1,

e entdo a = 2b. Substituindo em B = 0? + 4a + 1, obtemos B = b? + 8b + 1. Note
agora que

(b+1)? = 0*+20+1 < b*+8+1 =B < 0> +8+16 = (b+4)~

Isto é, B é um quadrado perfeito entre os quadrados perfeitos (b + 1)? e (b + 4).
Temos assim dois possiveis casos: B = (b+ 2)? ou B = (b + 3)2.

Caso I: B = (b + 2)?. Nesse caso, teriamos
bV +4b+4 = (b+2)* = B = b* +8b+ 1,

e, portanto, b = 3/4 ndo seria um nimero inteiro.

Caso II: B = (b + 3)°. Nesse caso, teriamos
bV’ +6b+9 = (b+3)* = B = b*+8b+ 1,
e dai b =4 e a = 8. Finalmente,

A=8+44)+1=9" e B=42+408)+1="1~
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BR) A diagonal do quadriculado - Solucdo

Vamos enumerar as linhas verticais e as linhas horizontais do quadriculado do
seguinte modo:

123456 o oo 17 18

O O 0O WM~

12
13

A diagonal AB intersecta cada linha vertical em exatamente um ponto. Com
isso, contariamos 18 pontos de intersecdo. Também AB intersecta cada linha
horizontal em exatamente um ponto. Com isso, contariamos 13 pontos de in-
tersecdo. Sabemos que os pontos A e B sdo pontos de interse¢do em comum.
Portanto, na soma 18 + 13, estamos contando cada intersecdo duas vezes. Se nao
existissem outros pontos de intersecdo em comum a resposta seria

18+13 -2 =29.

Suponhamos que existisse um outro ponto de intersecdo P, como mostrado no
grafico.
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m P y @

A C

Digamos que o lado de cada quadradinho meca 1 u. Entéo é claro que |AC| = 17
u e |BC| = 12 u. Os triangulos ABC e PB() sao semelhantes porque possuem os

mesmos angulos. Portanto, % = % ou, equivalentemente,
12 x QP
BQ=-—“"""“*"
¢ 17

Se P pertencesse a uma linha vertical e a uma linha horizontal, entdo tanto
QP quanto B(Q deveriam ser numeros inteiros (quando escritos em termos de u).
Para que 12 x |QP|/17 seja inteiro, necessariamente 17 deve dividir |QP|. Mas
se 0 < |QP| < 17, isso é impossivel. Concluimos assim que tal P néo existe.
Portanto, a resposta final sdo 29 pontos de interseciao de AB com o quadriculado.
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Bl Dobrando o quadrado - Solucédo

a) Chamemos z o comprimento do segmento PC. Como o lado do quadrado mede
24, entdo |PB| = 24 — x e também |PB’| =24 — z.

24

o7 Y

A/
Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo PCB’, obtemos a relacao
2 +122 = (24 — 2)%

Assim, mostramos que |PC| = 9. Observe também que |PB’| = 15 (isso sera
usado nos préximos itens).

b) Chamemos «° a medida do angulo PB’'C. Entédo L RB'D = (90—«)° e, portanto,
£DRB' = a°.

24

A/

Isso mostra que os triangulos PCB’ e B'DR sado semelhantes. Usando as re-
lacoes de semelhanca, vemos que |RD| = 12 x 12/9 = 16 e entdo |RB’| = 20 (por
Pitagoras).
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24

Dado que |A'B’| = |AB| = 24, obtemos que |A’'R| = 4. Além disso, podemos ver
que £LQRA" = {DRB’' = o° e, portanto, sdo também semelhantes os tridngulos
RDB’ e RA'Q). Usando a relagdo de semelhanca, obtemos que |QA’| =4 x12/16 =
3.

24

Finalmente, |AQ| = |[A'Q| = 3.

¢) Para calcular PQ, é suficiente observar o quadrilatero A’QPB’. Tracamos o
segmento ()S perpendicular ao segmento PB’ de modo que |QA'| = |SB’'| = 3.
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Usando Pitagoras no triangulo PSQ temos
|PQ|* = 24* + 122,

Deste modo, |PQ| = 12v/5.

BH Somando cubos — Solucio
a) Vale que
n+1)?—n*=n>+2n+1-n*>=2n+1.

Entao podemos calcular a soma
(22 —1H+ (3 -2+ 4 -3)+... +(n+1)?*=n?

de duas maneiras. Primeiro vemos que a maioria dos fatores vao se cancelar, por
exemplo, o 22 se cancela com o —2% que aparece logo depois; 0 mesmo vale para o
32. Na verdade, os tinicos termos que néo serédo cancelados sdo o —12 e o (n + 1)?
(isso é chamado de uma soma telescépica). Portanto, essa soma vale (n + 1) — 1.
Por outro lado, usando a diferenca que calculamos acima, podemos reescrever a
soma como

2-1+4)+2-2+D)+(2-3+1)+...2:n+1)=214+24+3...4n)+n =25, +n.

Portanto, concluimos que 25, + n = (n + 1) — 1. Sabendo disso, podemos achar
uma formula para S,,:

28, +n = (n+1)*-1
25, = n*4+2n+1—-1—n
258, = n’+n

_n(n+1)
Sn = 5
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b) Repetindo o processo anterior, calculamos
n+1)P°-n*=0*+3n>+3n+1)—n*=3n"+3n+1.
Calculando a soma
(22 =1+ (-2 + @ -3)+... +(n+1)°-n?

de modo telescépico, vemos que ela é igual a (n+1)3 — 1. Por outro lado, podemos
reescrevé-la como

(3-1243-1+1)+(3-22+3-2+1)... 4+ (30 +3n+ 1) = 3Q,, + 35, +n.

Logo, concluimos que
3Q, +3S, +n=mn+1)>-1.

Substituindo o valor de S, que encontramos anteriormente, ficamos com

2
3Qn+3(n ;n> +n = n*+3n%+3n

2n3 +6n% +6n —3n? —3n—2n

3Qn =

2
30, — 2n3—|—i;n2+n
o2n® +3n%+n
Qn = Tt
n(n+1)(2n+ 1)

¢) Por fim, calculamos o valor de C,,. Seguindo com o raciocinio, vemos que
(n+1)* —n* =4n3 + 6n® +4n + 1.
Calculando a soma
=1+ B =2+ .+ (n+ 1) =n")

de modo telescépico, vemos que ela é igual a (n+1)* — 1. Por outro lado, podemos
reescrevé-la como

(41346 1°+4-141)+ (4234622 4+4-24 1) +. . .+ (40> +6n°+4n+1) = 4C, +6Q,,+4S,,+n.

Substituindo os valores de S, e (),, encontrados acima,
2 3 3 2 2
4C,, + 6 (W) +4(n ;Ln> +n = n*4+4n° +6n®+4n
4C, + (2n* +3n* +n) + (2n* +2n) +n = n* +4n® +6n° +4n
4C, = nt+2n3 +n?
4 2 3 2
c = n-+2n°+n
4
n?(n +1)>2
) )

C, =
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Ent&o, podemos concluir claramente que C,, = S? para todo valor de n natu-
ral. Portanto, a conjectura de Pedrinho estava certa.

B Contando tabuleiros — Solucio

Para os tabuleiros 3 x 3, dividiremos a solucdo em casos de acordo com a quanti-
dade de numeros 1 por linha:
e Caso 1: ndo ha numeros 1. Neste caso, s6 temos um tabuleiro:

0/0]0
0/0]0
0/0]0

e Caso 2: temos um numero 1 por linha. Neste caso, temos que escolher um
numero 1 em cada linha. Para a primeira linha, temos 3 escolhas (cada uma das
casas desta linha). Sem perda de generalidade, podemos supor que escolhemos a
primeira casa. Note que na coluna que este 1 foi escolhido sé6 podemos ter zeros,
pois a soma em cada coluna também tem que ser 1.

11010
* | *
0] | %

Agora, para a segunda linha s6 vamos ter duas escolhas possiveis (ndo podemos
colocar dois nimeros 1 na mesma coluna), enquanto que para a ultima linha s6
teremos uma. Entéo, neste caso, teremos 3 x 2 x 1 = 6 tabuleiros.

e Caso 3: agora, vemos que a quantidade de tabuleiros em que cada linha tem
dois nimeros 1 é igual a quantidade de tabuleiros com um nimero 1 em cada
linha. Isso é verdade porque, dado um tabuleiro com dois nimeros 1 em cada
linha, basta trocarmos os zeros por uns e os nimeros uns por zeros, e obteremos
um tabuleiro com apenas um numero 1 em cada linha.

e Caso 4: o mesmo vale para a quantidade de tabuleiros s6 com uns, que é
igual a quantidade de tabuleiros s6 com zeros. Portanto

Para calcular a,, faremos uma contagem semelhante ao caso do a3;. Se nao
houver nimeros 1, s6 teremos um tabuleiro formado por zeros. O mesmo vale se
nao tivermos nenhum zero no tabuleiro. Se tivermos s6 um nimero 1 em cada
linha, basta fazer uma conta analoga ao caso do a3. Logo, temos 4 escolhas para
a primeira linha, 3 escolhas para a segunda linha (ndo podemos ter dois nimeros
1 na mesma coluna), 2 escolhas para a terceira linha e 1 escolha para a ultima
linha. Dai, temos 4 x 3 x 2 x 1 = 24 tabuleiros com um numero 1 em cada linha.
A mesma conta funciona para o caso com um zero em cada linha.
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Agora s6 falta o caso em que temos dois nimeros 1 em cada linha. Temos
entao que colocar dois nimeros na primeira linha. Podemos fazer isso de

4><3_

5 6

maneiras. Sem perda de generalidade, vamos supor que a primeira linha seja
da seguinte forma

1117010

Na primeira coluna deve haver mais um 1, o que pode ser feito de trés maneiras:

110]0

X | | X | —

De novo, sem perda de generalidade, podemos supor que o tabuleiro seja da
forma

1111010
1
0
0
Agora, dividimos em dois casos:
1711010 1117010
1|1 110
0 0
0 0

No primeiro caso acima, é facil ver que s6 podemos completar de um jeito, pois
ja temos dois numeros 1 na segunda coluna e na segunda linha, entdo temos que
completa-las com zeros:

1{1]0]0
1{1]0]0
00111
0]0f{1]1

Logo, para este caso nés temos 6 x 3 maneiras de preencher o tabuleiro, lem-
brando que 6 é o nimero de maneiras de se colocarem dois nimeros 1 na primeira
linha e 3 é a quantidade de escolhas para a posi¢ao do outro nimero 1 na primeira
coluna.
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Ja no segundo caso, ficamos com um tabuleiro do tipo:

O O = =
* | % | O —

Temos 2 maneiras de escolher onde fica o 1 na segunda linha (substituindo um
dos e acima) e 2 maneiras de escolher onde fica o 1 na segunda coluna (substitu-
indo uma das x acima). Sem perda de generalidade, vamos assumir que ficamos
com um tabuleiro do tipo:

111 0
110|110
01

0[]0 ||

Agora, o tabuleiro esta determinado. De fato, as duas estrelinhas acima tém que
ser numeros 1, pois temos que ter dois nimeros 1 na ultima linha. Terminar a
partir dai é facil:

111
110
01

= o= O
== OO

010

Entao, neste caso temos 6 escolhas para a primeira linha, depois 3 para a
primeira coluna. Em seguida, mais 2 escolhas para a segunda linha e 2 para a
segunda coluna. Ficando com 6 x 3 x 2 x 2 = 72 escolhas. Entéo, no total, ficamos
com

ays =1424+ (72 +18) + 24 + 1 = 140.
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B Distancia até o incentro — Solucdo

Como / € o incentro do tridngulo ABC, entdo os segmentos Al, Bl e CI sé&o
bissetrizes dos angulos A, B e C. Sejam entdo a = /BAI = /CAl e § = Z/ABI =
/CBI.

D
Como o angulo ZBID é angulo externo do tridangulo ABI, temos que

/ZBID = /BAI + ZABI = a + .

Por outro lado, o angulo ZDBC esta “olhando para o arco DAC”, logo é igual
ao angulo ZC AI = «. Portanto, vale que

ZIBD = ZIBC + ZCBD = B + a.

Assim, segue que Z/I/BD = ZBID. Portanto, o tridngulo /BD é isésceles, o que
implica que |DB| = |DI|. Analogamente, se prova que |DC| = |DI]|.
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BX)] Produto igual a soma — Solucdo

Sejam x e y os numeros escritos por Pedrinho. Entdo o nimero que Pedrinho
calculou foi 22y, enquanto que Jodozinho calculou 21 + 2x + y. Como eles encon-
traram o mesmo resultado, vale que:

20y = 2x +y + 21.
Vamos agora manipular a equacéo acima:

20y — 2z = y+21
20(y —1) = y+2L

No segundo passo, colocamos 22 em evidéncia. A ideia agora é fazer aparecer um
y — 1 no lado direito. Para isso basta somar e diminuir 1.

20(y—1) = y—1+1+21
20(y—1) = (y—1)+22
20(y—1) —(y—1) = 22
2z —1)(y—1) = 22.

No ultimo passo, colocamos o (y — 1) em evidéncia. Usando que x e y séo inteiros
positivos, temos que 2x — 1 e y — 1 sdo inteiros que ndo podem ser negativos.
Portanto, temos dois niimeros inteiros que, multiplicados, dao 22. Logo, temos
que

2r—1=1 e y—1=22 ou
2r—1=2 e y—1=11 ou
2r—1=11 e y—1=2 ou
20 —1=22 e y—1=1.

Mas como 2z — 1 é sempre um numero impar, o segundo e quarto casos acima
nao podem acontecer. Portanto, os nimeros escritos por Pedrinho séo 1 e 23 ou 6
e 3.

EX) Colorindo palitos — Solucao

Comecamos pintando os palitos de dentro do hexagono. Cada um desses palitos
pode ser pintado com 3 cores distintas. Temos entdo 3° maneiras de pintar estes
palitos interiores.

Notamos agora que cada um dos seis tridngulos formados podem ser comple-
tados de duas maneiras diferentes, independentemente das cores dos dois palitos
pintados. Se pintamos os dois palitos que formam este triAngulo de uma mesma
cor, digamos azul, entéo o palito que sobra pode ser pintado de vermelho ou preto.
Por outro lado, se pintamos os dois palitos de cores diferentes, digamos azul e
vermelho, entao o palito que sobra s6 pode ser pintado de azul ou vermelho.
Logo, o numero total de maneiras de pintar o arranjo é igual a 35 x 26 = 46656.
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El] Trigngulos equildteros — Solucdo

Seja o« = LABC. Como ABCD é um paralelogramo, ele tem angulos opostos
iguais, logo ZADC = «, e angulos adjacentes suplementares, logo Z/BAD =
180° — ZABC = 180 — «. Portanto conseguimos calcular o angulo /FAFE, us-
ando o fato de que todo triangulo equilatero tem dngulos de 60°. Logo,

LFAE + LFEAD + ZDAB + ZFAB = 360°
LFAFE 4 60° + 180° — ae + 60° = 360°
LFAFE = 60° + a.

E

B C
Portanto, os angulos Z/FAFE, /FBC e ZCDE séao iguais a 60° + o
Mais ainda, todo paralelogramo tem lados opostos iguais, logo |[AB| = |DC|, e
como o tridngulo ABF' é equilatero, vale que

IDC| = [AB| = [AF| = [BF|.

Analogamente, temos que

|BC| = [AD| = [AE| = [DE|.
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174 Nivel 3 - Solucoes

Logo, concluimos que os tridngulos FFAE, FBC e C DE sao congruentes pelo caso
lado-angulo-lado. Portanto, vale que

|EF| = [CF| = [EC).

Logo, o triangulo F'CE é equilatero.
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